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-fiS» Mözuti- - 

; \ DI 7; 

' * NAPOk!-*' 

VORWORT. 


INachslehendo Rechnungen auszufUhren wurde der Verfasser durch das Bestreiten veranlasst, das Geselz- 
nittssige der Bildung der GoelTicienten in den entwickelten Integralen gewisser Functionen kennen zu lernen, so 
wenig dieselben auch auf den ersten Blick von einander abhängig erscheinen mochten. Als der hierbei einzu- 
schlagcndc Weg bol sich die Methode der zu bestimmenden Coöfficienten dar: es wurden die 
charakteristischen Eigenschaften mehrerer bekannten Integrale derselben Gattung w ahrgenornnien und in eine 
Form zusammengefasst, aus welcher demnächst das allgemeine Resultat fttr alle Integrale dieser Art entsprang. 


Der Verfasser entschied sich fllr die Veröffentlichung der vorliegenden kleinen Schrift, nachdem er 

y * H im /* n m p 

* . cos* . dx und des J x . cosx . sinar . dx 
nichl ohne Interesse, ja dass durch ein Herabslcigen von diesen allgemeinen Resultaten zu specielleren Fonnein 
sogar fllr die praktische Rechnung ein wünschenswerthes Hilfsmittel gefunden sei. Denn es lasst sich wohl 
nicht in Abrede stellen, dass, um das Integral der 2 «len Potenz eines Cosinus zu finden, es umständlicher ist. 
erst auf die 2*1 — 2te, von dieser auf die 2« — 4U? Potenz u. 8 . w. recurriren zu müssen, als wenn man in die 
hier gegebenen Formeln sogleich die numerischen Wertbe einzuselzen und dadurch direct zum Ziele zu gelangen 
im Stande ist. 

In Betreff des Inhalts der nachstehenden Abhandlungen bemerkt der Verfasser noch, dass bei der Enl- 

r n IM p 

Wickelung des ,/ x . cosa* . sinx . dx im § 11. nur der Konsequenz wegen dieselbe Methode beibehalten worden 

r m m 

ist, welche bei der llerlcitung des Jx .cos x . dx benutzt wurde: vielmehr ist die eigentliche Entwickelung 


des ,fx . cos* . sin* . dx im § u. gegeben. Wenn daher § 1 1 . Überschlagen werden kann, so bietet dennoch 
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vielleicht die Eigenlhuinliehkeil der daselbst anzutrefl'cnden tiocflirienten hinlängliches Interesse, tun sich für den 
etwas langwierigen Weg, der zuvor zurtlckgelegt werden musste, einigermaassen entschädigt zu halten. 

Der Verfasser wurde seinen Zweck erreicht sehn, wenn er itn Stande gewesen wäre, mit vorliegender 
Schrift Denjenigen, welche sich gleich ihm fltr die Analtsis interessiren, eine kleine Anregung zu Theil werden 
zu lassen. 


Berlin int Januar 1873. 


Der Verfasser. 
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Druckfehler und Zusätze. 


8<*itc 6. Zeih* 8 von oben. Statt - y j l|W * n heisst es 

jm-4 jm— 7 jn»-io 

a a 

Seite 28, Zeile 7 von unten. Statt wsi . tt. nx heisst es cosx . sin X 


1* W-I w-i rrt-J 
J«n-4 J«»-“ joi-io 


Seile 35, Zeile 14 von unten. Statt » cos x . smx und rnit sinx« heisst es »oosx sinx, cosx sinx und mit sinx«. 

n-r 

Seite 37, Zeile 9 von ol»en. Hinter x muss statt -f- ein minus-Zeichen stehn. 

Seite 39, Zeile 14 von unten. Statt »der gleichen Potenzen« heisst es «der gleichstelligen Potenzen«. 

«-J 

Seite 45, Zeile 4 von oben. Statt x heisst es x 

Seite 56, Zeile 3 von oben. Statt K » u. s. w. heisst es K = — — f ' -5 u. s. w. 

Seile 57. Statt Ä) 0 [p — 7; heisst es 22: — 0\p — 7 . 

Seite 58. In Nn. 28 Ihm //, ist ein Factor des Nenners fälschlich mit m — 8 bezeichnet, statt m 4-8*1. 

Nltt J>-8 B— 7 

Seite 60. In der mit cosx . sinx rnultiplicirten Summe fehlt im Zähler des mit x mulliplicirten Bruches ein n. 

(n — 11 (n — 2 u. s. w. heisst es um — 1' « — 2 ) u. s. w. 

Seih* 76. Hinter No. IV sind noch folgende Zusätze zu machen : 

«-6 *-8 


v - 

*7 sin * 


Vl - f4 

J cos* 


. /«-*\ * »1-2 M-4 1 * »r-2 »-41 n-6 i n— 1 m-4 u-< 

— oosx + oosx 7 *i etwa? 4- v , , «ri* - — - — - 

»-i 

SiDZ 

nd wenn ich x in — x verwandle 

/»-a\ . * . !■-* *-4 . * n-2 »-4 n-6. . ? . >-», »-4 'i»-* 

sinx — J sinx 4- — - sinx— — — 5 ? sin x 4- — — - — - 


»»-6 *i-8 . ^ 

sin x 


4- C 


-*■>(* 1 )- - 


3 5 7 9 «« 

1-3 i:Os»j — a com -f- 6 co»x — c cum -f- / com — g cos* 


Mtl 

sin* 

J\ »• j' 1 - ?■ 9 bin zu_ 2H-I ^ 

J a. 4. 6. 8. 10 bi* au in 


+ c. 


C, wobei 


' "* | wobei n 2 = 


8lB* 

3 1-31» -f- zn-i 
3 

0 an-; — i*j . A 1 


wobei n, = 


f = ' 


-**A 


wobei n 4 s= 


h n-i n-a n-j j 


«• * 3 1 

= CStSL-.-H. ' [wobei n, - 

i*t ■ 1 . a 3 . 4 5 I 


VIII. 


f 


,i(~\ 


3 5 T 9 

i -3 sinx — a sin * + 6 sin* — c sin* 4- f «in r — g sin 1 


•+■ c. 


wobei die Coi'flieieiilei) dii»selbe Bedeutung haben als in VII. Die Integrale gellen für positive ganze Werlhr des 


Statt 
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Erster Abschnitt. 


Es .sei gegeben die Function : 

y = i’i— j *)*. Dieselbe bat den Different ialquntienlen 

2=»(«vr.(— -) 

= — nq.x* 1 . (i— x")* \ Daher ist 
y = — uq.J x *~ l . (i — x*)* \ dx = (i — x")* oder 

j ' 's**, dx = — ~ -|- C. Bezeichnet man q — i = p oder q=zp-\-i so ist 

o/-~ = 

Auf diese Gleichung wende ich die theilweise Integration an, bei welcher die Formel: 
fudr — uv — ft' du in Betracht kommt. 

Es sei *i = x*"\ und r = x, dann ist 

S = f(*-* m )T- (-**”) + un<1 

du — — »/«■**"*. (i— dx, — |— (« — i)x" V (i— x*y. dx, daher 
vdu = — »/kr" 1 ', (i — x* 7 *- dx (i— x*^. dr. Folglich wird 

/r". (1— x , y > . dx = x*(.-x7 + «;> /x ‘~ . (i—x') T ~'. dx — (n-ijjx*-' . ( 1 — *7’ dx oder 
np J x' m ~' ■ (1— x''Y~ t . dx = — x" ( 1 — x')' + “,/* x" - '. f -i — x*y , dx also 

Ix . ( 1— x r . dx = — h <• = — — h C, oder es ist auch 

•r \ / »P Mp p+l] 1 »p’jN-1,1 1 ’ 

» f~' (-*r * = - + c - • 

Hierauf wende ich noch einmal die Methode der Iheilweisen Integration an. Es sei 
u = x*" 1 . (t— x*) 1 " und v — x dann ist 

J = x“~'. p (1— x'Y~'. (-«x’’*) (.-,7. (an— 1) x* M und 

du = j — »;j (,-x-^ 1 4- (an-i)x“~‘. ( 1 — *7 1 dx daher 

edu = — np x 1 ” -1 . (,_* 7 ". dx 4- (an— ijx**"'. (1— * 7 ' dx. Es ist folglich 
/x~\ (.-.7. dx = x“. (1-.7.4. np /x 1 "' . (1— dx — (an— i}fx“~'. (t-*7- o 

»,/ x’~\ (1— x' 7 " 1 - dx — x*". ( 1 — x 7 4- 3 n /«“* . (t-x 7 - dx. Daher ist also 
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2 


•/ V / Of 1>P ptl.lpp,! > 

_ _ /»♦o(» W. I, (. , r; 

_ {— + all-g* J 1» + <#»1148*1) | . £ 

Wp+l)(p+a< ' 

__ (i -ae 1 *)^. j {p+K ifH^as*" + a— ax" -+- » :jm-»ub" > U-<b*) i i Q 

«pijM-i^p+a! ' 

— * — >{p»»)y 4- » — »x* + *pg* 4- i (; a | s<> 


/*"■■ ( 

m\b-i 

•-*/ 

. dx — — 

J) p“ ( 

i-xj . 

dx= - 


• 

rfx= - 


.-x 7 . 

dr = — 

Durch die 

Verglc 

i c h 11 n g 

er Überhaupt 

P mo-i 

J x • 



*pip+i](p+*' 

|a + a(p+i;i"4-;|Kii:p-alx , "|'j-<r ,,,: ' 
»jM-i.lp+ailp+jl 

+ c und 

^T + c. 

»1^*1 1 ' 


jemfinCTung sohreiten. (Auch konnte ich, um die den Integralen gemeinschaftliche Form mit noch grosserer 
Sicherheit zu erkennen, durch thcilvveise Integration des / r “"- ('-*")'• ds erst noch j x*” (i— *") p . dx 

ausrechnen.; 

Ich wende jetzt, uni f ***“'• (i — *") p . dx zu finden, die .Methode der unbestimmten Coeßicienlen in 
folgender Weise an: Es sei 

X . {i-x ) . dx = (ax -H kr + cx -f fx + 9 * + j + L 

wobei die Coefllcienten a b c u. ». w. vorläufig noch unbestimmt bleiben , dann ergiebt die Differenziation dieser 
Gleichung folgende andere: 

(l-sj = j« 1 *” 1 " + bx {mr * )m + ex'-*’* + fx"^" + gx™* + 

-f- (l— x")’*’ 1 . )nw(m — l)x"* " ' -f- fr»'* -a)*”*"“ -1 -f- cn(iu— 3)x”"'’ 5 " ' 


, f. . . mn-sn-i , 

4- fn[m-4,x + $mm-5)x + 


Diese Gleichung durch (j— z")** dividirt uiyl die angedeuteie Multiplication ausgefUhrt , ergiebt 


mii-I . r»i»— n-i mrt-iir-i * mn-tn-l 

x — — fl»(p+l j — bn^p+ijx — cn|/H-i)x -7 [n j)+l}x 


* «»(»— t)* + fcit(m-2';x 

, IWF*I | NIM fl 1 , I 

— ai»(m— t)x — bn'm-2 x — c*:m-3)x 

, MM ,, ! 

— yti jH-tjx — 

+ f» (m-Cx”- 4 "" 

, . m M— .S- 1 


-(- c«{m-3)x 
— fn iBi— 4, x”" 


+ 


In dieser Gleichung ist das Gesetz enthalten, nach welchen! die Coefllcienten der Terschietlenen Potenzen 
von x entstanden sind ; cs müssen nämlich folgende Gleichungen slattfinden : 
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l) — «tit/H-l) — m'm— l) = l oder 
— M jH-i + m-ij = i daher 


2 ; — frnfjH-i) — fr#(«t— 3) = o ali«> 

— frn(/i-t-i+m— a = — im m— 1) daher 


fr = 


a(m-i) 


3) — c»(p+i) — ciifw— 3} = 0 also 

— fi»{p+-i + iw— 3} = — 61» (m — 2) daher 

(W-lM»»-«) 

— ” m+p-* ■ 

4 «•(«— 3) — fu(p+l) — /»jN-4’1 = o also 

— /n(p+I-M»*— 4) = — m{v 7 i — 3) daher 

clufr-j) lm-i :■»-»] |a»-j| 


r=\ 

ly* entsteht also folgendes Integral : 


f m-i \ tm-l)a f > 

'*-!)» / n*-i, m‘-tj n»-j \ 


X \IMHfKl, ItH-p-Si 


Auch ist 

« ya-— .(r -x-y. rir - - (^) -H ^ . 


§• 2* 


Es sei im J r""” 1 . (i dx nunmehr p = — { dann entsteht 


V »-*" 1 



[«-*.1 (m- 4) n . 

•*»-*) 1 

x + Vs=l)* + ' 

*P ¥5 +( 

«•-! ) x 

*Y t-a? 

( (m-i)» , »fm-r («»-»)* 

4 t«*-l)[**-«i Ml | 

1 (•*-*) (»-J) '«-411 

ruh-i} 

1* + -^x + 




+ & 


wobei die Factoren i, 2, 4, 8 u. s. w. sich nach und nach verdoppeln, sodass sie mit 16, 32, 64, 128 u 
fortschreiten würden. 


— 7==- sei nun 

yr^ 

» = «*“> *•/ yk? = - + c 

Wenn m =r 2, so ist ^ * y t jJ? — — (x* 4- 2) -|- C. 

Wenn m = j, so ist y*- 


v i-«* 1 » V j >•«/ ■ 

= -^?(j*”+4X%8) + C 

Wenn » = 4. «» ist f*^=M = - ^ + C 

= --^(5^* + 6/“+8/ + .6) + t. 


,| + C. 


I. 8. W. 
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Wenn » = 5 . » M (x~ + + C 

= — ""TH? (3 5 J ‘ 4 " + 4 OJ,JI ' + 4 8j ’" + 64** + 1*8) + C. 

Auf diese Weise kann inan mit den Substitutionen fortfuhren, 

/ »"*"’ dx 

_ . nunmehr n = t, so entsteht 

/J? 

yj^- = - + Tü-r* + 1 ^ 5 ^-,* + 4 -, ,~5 +••••}+ a 

Wenn jetzt 2in — i — n gewählt Wird, so ist 

/v= = - ■ ■ • J + C. ^ 

fy£ = -^ j ■•••)+ C 

Es sei hierin x = eosr, dann ist Y 1 ~ x * — «inr und dar = — sinn . dt», daher 

/» w ' 

I 0091 *. |— «inrtfc »in v ( *”* . /m~t\ *~ S , !»-» In-tJ *~ 5 , i , f, 

J KT“ = “ — I«*" + (.-,/™< r + |75TSi4i «*• + | + <-• 

Es ist also 

fcj,..dr = ^icor;+ (^)c^+^ + & 

welche Integration freilich nur für die ungeraden Werthe des » gelingt, (ct Anhang, No. lü 

Wahle ich im / J aber x = sinn, dann ist V 1 — x 3 = cost* und dx = eosr.dr und iah erhalle 

j y t-x* 


f * h-i . v *-3 , W— J 

sin r . </r = sm v 4 - f — ) sin r + , . ’ sin r 4 - 

« t T V*-«/ . ‘ T 

" ' 


fr-') »~>H— s) 

■-1 (*-4; .«-6| 


sin r -j- . . . . 


’ 1 


+ C. 


Wenn n = 1 , so ist / sin n . dv = — cos n C. 

Wenn n = 3, so isl^ sin v . dv = — (sin v + 2) + C, wahrend dieses Integral auf anderem Wege 

3 

= — cos n -f“ j— + C gefunden wird. 

Wenn h = 5, so ist f * in v . dv •=. — (sin r + -| sin n + }) -f- C. 

Wenn im J cos r. dp nun w = 1, so ist 
f cost' . dv = sin v -j- C. 

Wenn « = 3, so ist fros t» . dv = ^!p.(cost» + 2) -{- C, wahrend dieses Integral auf anderem Wege 

j 

= sin r — -f- C gefunden wird. 

Wenn n = 5 . so ist j* cos v . dv = (cos r + | cos r + }) -f- C. — 

/ «M-l . 

— ■ ^Jsz - jetzt 11 = 1, so ist 

V 1 - 31 * 


/ 


t rix i y 1-J \ wv-i , » w-ti in-8 , 4 '**-1 )(«»-») w-J , lfm-»| ;»»-*) {fw-a;! «*— 4 


y 


im-i i J 


' _i_ 4. 4 > w '7~ , ~r * i :”r i T 

1 »U1-3 •* 1 2i»-j ltw-j **■ 1 |m*-5i*w»-7) * 1 


i + c 
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oder, wenn m — 1= «1 

f Jt" . dx »Y I-tT j * , / » \ •*— i . 4 »(»~») »-» 1 iw|»-l 

y ,_ x »071 1 1 X ' IM-1.MM 


»!<»-») fc »-J _|_ 




+ c. 


4 Im f x J = ^ sei « = 3 so ist- 
J y i—j* 

/ x im ~ l .dr «V"«-** I (»•ij| . :■»-») j . 4(«-tl(«*-a> [«-DJ , l(w-i )[«-»)(*■- j) 

yjZ& ~~ 1 !**•-«) I X « am- | X ' (am-j) X • (»w-j) * 


VT* 

oder, wenn ich 31m — 1 = n setze 

(,■ * _ _ .* 0 , 1 - , - (?) , - (?)(?) » , »■(")(?)(?) -.. | | + £ 
J ^~ r^)i + (=?) + (■-?)("') + ("X ! r , )( = f) 1 

also 


+ •••■ + 


/ x" . ix »y'i-a* | «~» 1 af»-a| o-j ■ 4(0-1; |o-s) «-•1 t | «-a |(o-5)|o-i l o-u ■ i6{p-i)(q-5)(p-»H»-ii) 0-14 

y ao-i | jr ' a«-7 X • (a«-7j(ao-t3 f ' r • (|a*^7;|io-i|j(»o-t9 : x •”|»o-7jl*o-ij)i;i»-if){»o-«j| * 


+- +c. 


Diese Reihe enthalt zugleich die Determination, in welchen Fallen die Integration in geschlossener Form gelingt: 
dieses ist der Fall, wenn n = 2, « = 5, n = 8, «1 = 1 1 u. s. w. Es sei z. B. n — 5, so ergiebt die Reihe 

— — *Vj-* a (x* + 2) -+■ C» und allerdings lassen sich die in Rede stehenden Integrale auch 
leicht direct finden. 

Wenn Y i-x s = i>, so ist 1 — x a = p\ 1 — r J = x s , daher x 6 = (1— und 6x 5 . dx = — 40(1— «f*)dt\ 
also x* . <L r = — f v (l— »*)c/r, es ist mithin zu finden 

/- = _ = - f r + f ■ V + C, daher 

Iv^ = - 7 v*-®"’ + }(-*■) 1^* + C = v^F*|- 7+7-7**! + c 

= + C = - ; (*»+*} + c. - 

y * 1 

sei }/ 1— x* = v, also 


n _ 

I— X = P 2 

und 

i-»’ = 

n 

X 

. Daher ist (i— a 1 

, mit-i 

aL>o x 

dx — 

i 

- -i « 

(*- 

- v 7 ) m i . dv; es ist 

r i «d-W -1 . 

J o r 

Sr 

i 

n 

y* (i — v 1 )*"* . dv. 

-»*)"■' . dv 

= - 

:/(■ 

— 

P 1f 7 + P>^I tf 4 _ 

I 1 1. 2 


= — 

vf- 

t 

i 

«'■ 1 ytp-») e* 1» 

■ 3 1 i, 1 ■ 5 1 


ist 


dv 


/ a mn ~ i . das 1 «/- — — ^1 . (»-«)(■•-»)( (io-i)(io-i)li»-|!(i-(^|* . [m-i | (*»-») (m-jl (fl»-*) f i . 

ytt — n y * r 1. 3 t - 1. t 5 ». t. j. 7 * ■ * 3 4 9 -t- o. 


Wenn m = 2, so ist 

/‘f^r = - 7/^0-^) + c = - (^) + c = - (-•+.) + c. 

Wenn in = 3, so ist 


+ c 


= _±/T^|!« 


— »04- uw" 4-3 — 6 j»-+- 3X»" 1 

•S I 


+ c 




3X " 4x" -f- 8 j -{- C, welche Resultate mit den früheren übereinsüniiiien. 
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§• 3- 


Im /»"* ' . ( i — x ) f . dx kann inan den Grössen m, » und p die verschiedensten Werthe geben und danach 

die Reihe, in weiche dieses Integral entwickelt ist, uniformen. Wenn z. B. p = -f- so ist 

f "**»-! r — , i-y !| Im-il» /m-i\ ln*-»;» . *-l> i !«•-■; l»-a)|i»-s! (ta-41» . I i e 

Jx .y r i-x-.dx=- M J^x + {^) x +fcp^;- r + fc|k*3* +•■■/+ C 

a i-y;M (•-■!» , n'm-l >-a H , 4-B»-ii[w*-a :m-3 « , IJ«a-ij{«»-a)lna-3;i !m-a <i 1 , 

IUI* I j * am— i ^ "r am-i am-j X l am-iam-Jam-3 X ”* * j • * 


Wenn p = — so ist 


/ r mn 1 Sr iy l J [D*-I)S , f m-i \ *»-* " m-1 ,«a-a lia-J« , m-lnm-aifi 

~ — j* i \m-t) T ' 1 > ln-t)lw-D<a 


”-l _ 


3(l-y3 I M» . l(m-n l"-a|« , 

«{3111-1; P ~i 3m-s X 


:m-V” 

jm-4 jm-J]3m-to ‘ 


+ - . . . | + c 


,:«a-i| w-a; j'«-]:! J a7{m-l](i»-«H«-3i ^ m-4 a ^ | | q • 


i «-i; fw— aj m , jn- t i , »-at fw- }) {>1-4:1 

ibtp-iiHp-i r • n+p-i’.n+p-t'm+p-}',* 


+..}+c 


lm/x~'.( I -«7.d* = - ^ | x -'"+(^ i ) x - » + - 
sei p = 0, dann entsteht 

J * • * = SZ = “ -«»- I* + + MM* + mmm* + f 

x"" (l*-l)m , l«-»)» , !«-*!«« . !«-4'nn , 

— ,-y = * + X +* + * + 

Wenn p = 1 , so entsteht 

r «* «w 

Jx . (t-x») . dx = _ £_ 


>♦1 x — nx 


mnw-H) 


«(•M-l 


>-1;« , i>-a « , _ti*-3!«» , nv-l/(n-»](ti-J) _(n-4;m . I»-*)(i*-aHi*-j)f»-4i , J 

x +(»/ f "I* ««-1; 1 > «la-ijln-a! * 1 h(*-i)Im1{ii-j! x T--- | 

Daher 


L) 


O-rv*! 1 1 Ml» I /°-i\ ls-a)m , /*-t\ »-»im , t—l\ :»-4'm , /*~<\ >-li" , 

— «■(««■) r +(,■/* "'v*/*. ■■••• 

J«*!,'*"* — I-J-— * L :«-i m , . , a-a m , . a-j'm , >-4111 1 

— = ~ iissjl" + (*-0* + (»-*)* + l»-3)* + — | 

Es ist also, 

— = «x +(»-«)* +;»-*)•» +(*-3)« + (»-4J* + 


oder durch x mn ilividirt 

nx“ — (n*t) -nt . , -am , -jm - 4m . , -jw . 

7-y ^T = "J +(»-')* + ("-*!* + ',»-3)* + !»-4)* + 

Wenn — m = so ist 

nx p + n — 1 )x lf + (» -*)*”’ + i«-j}x ,P + :> — 4lx 5F + = 

Ist z. B. /1 = 1, so ist 

«X - 1 - l}x* + {»-*>’ + (n-$)x* + = m l^ m ' 

Ist p = 2, so ist 

nx + ;i»-I;X + >-aj* + .*~3 X + = -r,^. r 

Wenn in der Gleichung I, «n = 1 angenornmtMi wird, so entsteht 

B*l ■ 


nx ~* — !«♦*. nx'— |imi x 1 * 

MV 


m-i , •*-» , V W-l , / » l*-4 . 

für -f- — t in t»-2)ar + (»“3)* + 


Digitized by Google 



7 




Im f j m ” 1 . ( I — . dx sei p = 2 , dann entsteht 

/ . V /* / _% ntt» twa+f* m 

noa-i ( m\a , I ntn-i / m im\ . r a . .r , x 

X ^I-J ) ir = Jx . ^l- 2 X +x ).dx— — — 55 ; ■ + m 

_ x"* x 1 “» 1 ”» _ x" X* 1 *« 

m« *»,»♦!) * mWi) in* n-»-i. »+a 

(a-nm . /a-i \ ■a-»Hw . . jn-i; a-» la-3 (a-4[ii> ■ !h-m»-i|(»-j}{ii-4; w-j m 

■»!«♦»! f* ' \»+i) X » (•+»).« * ‘ l*Ml . ■ . f«-l) * ' (M’li .« (l-lj («Ml} X 

__ »ia+i i'a-i wt , wfa-i) m-tjw . {■- «)(■-» ia-j;n» , m-»; |*-j) in-4;m ) fa-|; a-4 la-jiw , 

m.»»a.: 1 ■(«41}^' "* *>+i, X * ailMtj X * *[»+■) X 

Daher ist auch 

- t*», ,*»■,/** -«Mt"***" 
li-tr*;* • 

mn-ui , wa-iin , iwa-jm «w- 4 ® . 

= H -hl , lU -f- Jt (lf — 1 j OP -j- I» — I 1 , »I — 2 JT -{- l«-2 «— 3 X 


oder durch x dividirt 

— = > + il« -|- 4 - 1 » — 1 1 -w — 2 ijt + («• — 2 ; (ti — 3 )jp + . 

Wenn nun — m = p, so ist 

(11+1)11/ + «{n— i)x*' + (»— i)(»-2;jt > ’’ (»-2) (»-3;/’’ + (b-3)(h-4)x 5 ' -f- 

— i»»i ;'!*»>;■ 4- j*"> — w’a»ijT~ a * !«M-iji>M-a‘3 ,a * — aaliM-ii.r**-t-iii , iM-r,r* 

(i-sr - ^* (i-cr*/ 4 

oder es ist auch 

ü(l»-l)/ + + (» -2' (» -3) x 1 ' + (*-3) (»-4 IX 4 ' + ..... 

»(»-«ix* — »(»»» «f ajaaijx»» 

hn/x“ 

• /> 







. dx 

sei p = 

3 » «> 

entsteht 


. dx 

= /x” 

(" 

m 

-3x + 


1 3 

^aija^al 

x"'-! 

1 

«Hh-M 

1 

■H«*a! 

m!a*j 



x aia+-jai 

wmm-jih 


omi«4-i I (*+•((■♦)) 


(»-x'Vj !a— i)m , 1 {»-»; (■-») fn-lim . fn-4;m , fn-j ; P» 

x ' \»+t/ x ' . m ' {««i)(i»fi} . ul*-«)* 

' iih«)|» 41) . n • |%4»J‘*+i) . »» “1 j 

— — (»-*"!« 


= j » (» ■ -n ) (• 4-2) x +»(»+!) (»-!)* +n(ii-i)(»-2)jr -h(»-i)(n-2)(»-3)x' ' +..xj 

Daher ist auch 

(»*a -r” ww '* m — |a a»i ja «♦! '> >♦«) i»» a, x m * 

jl-Of") 4 ™~* 

= (« + 2)(» + l).Bx"''“ + (» + l)B 1 «-I)x < *"* ) " , B(#-|)(»-2}X ! *‘ ,I "’ (» — I ) (■ — 2} (» — 3) . . 

oder auch 

(»+2)(» + i}«x' -f («+r)»(»— i)#*' + «(ii-i)(»-2)x*'+ (n-i)(«-2)(a— 3jx 4 ' -f 1» - 2 ) (b -3) (n -42® -f- .... 


i>»a,i|»»»iHxy — ja|a4i i iw-jjx*^ -4- 3aia-»i|.ii»j; — ;»+f la»jjx 4 ^ 


. U. S. W. 
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Es war 


m+p-i m+f-*,* 


■!hk»i (w-jj I . /> 

ÄFii* +-I+C 


y rot-i / «\p . m-i|n , (•*-!) !«-*;• . 

x («-*/*>- + 5^x +s 

Wenn p = — i, so entsteht 

— ' = “ .1^1* + U^)* +! JZZ&vmZ* + ) + L 


!m-i)a f«-a)a 


! + c. 


* l n*-i 1 f»-a 1 w»-j 1 «»-4 1 

Diese Reihe ist für positive ganze Warthe des m unbrauchbar. [Ich suetie daher zu einer andern Form zu 
gelangen. 

Es sei l — x* = r , dann ist i — v = x *, x””* = J — 1>) m , daher 
x"~\ dx = — i (i— v) m ~ l . dv. Es wird also f r - ** 

= f- ('.) '""T * = (--s)/ ~'T * ^ wcnn * - < = p 


= (- i)/l 


I — r |J+ V — r r " r - V* + r - r —^-!-— r - |»’- . 

» i » ». ». j i. * y 4 


dv 


= (- :) |*w - '"-"O* ^ (V) - (t) + 'T j ~ JI 7 ![ T ? (v) + I + c 

Daher ist 

I r x «m-i * I I /w-iy»--»*) 'W-i.ilnv-a! m-inm-al 'm-j: > nt-i ;«n-a w-) «*-4^ l*-**' 4 , i . t' 

J ■-** = ~ m 1 f,_x ) + . — .. . -r- + -r-T , — r.- ». ; — ~ + - | +< '- 

Es sei w» = 5. dann muss sein 

f^*=- : * (>-*-) +:-{4(«-*-)-v- + <-* 

= — ^i{i-jr")+-ij 4 - 4 J^- 3 {i— u^+j- 1 * + * ( 1 — 3 j"+ 3 j:*"— j5") — 1 — 4 Jr"+ 6 j'*"— 4ri"+-x*") j -t-C 

= - v 1 («-**)+; Ü! - *“ - ; x>* - \ x« j + <; 

= - i|'i-i>)- ;]x»+ ; x*" + | XJ- + i n« j + C. 

Die (Ur f r speciell gefundene Fort», sowie der "Umstand , dass je grtisser m gewählt wird, tu 

einer desto hohem Potenz, von (l— x*) aufgesliegen werden muss, machen es wünschenswert!», noch eine andere 
Form zu finden. 

Wenn y = / i — x"), ist — = ^g. (— ll'lx•“ , , also 

. -nS-' , de 

J » = w-- 

y - — = i (•-**) + c. ai*> l ) f-r^ 1 = — 1 ('-*") + 6 '- 

r— - -/^ ,/O-L* . J + c, o» ■ 


*) /^ - = — ‘ / (l-x*) — ^ + C. Ebenso ist: 

J -.15» ./ =./ ,“P- - = + ' • dal ' CT 
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I — t = — * / ( 1 - — * — J »i Hb Id* kennt* also 

')f*Zr = -v‘('-'”) + c - 

= (-*)-? + «• 

3) J 1 — — -j l(i — x") — 1 ' ^ x -j- (•. Ebenso finde ich noch 

5 )/^ = - i « 0-0 - '“ -+ 4 *“r^ + c 0 . , w. 

Das — ' I (1— x*) ist also allen Integralen gemeinschaftlich; die Coejficienten der Zähler der Bruche sind 
so beschallen, dass z, B. in No. 5 die 6 die Hallte der 12. die 4 der 3tc Theil der 12, die 3 der 4te Theil 
ron 12 isl. In No. 4 ist die 3 die Hallte der 6, die 2 der 31c Theil der 6; in No. 3 scheint dasselbe Gesetz 

zu bestehen. Im J* x l ^, dt steigen die Potenzen bis t** , im J J '— bis xi" , im J —p^,— bis x 1 " ; es isl 

/ r UM-t . 

■ — ■ .sich di« Potenzen bis erstrecken wurden. 

Unter diesen Annahmen wende ich die Methode der unbestimmten G>efticienten, wie folgt, an. Es sei 


folglich difierenzirt 






+ 


',^r = (~ I),iä (-»)**" ~ f m |gax"' + i.2»x""-f |.3itx , *'‘ + + {»-2)(»-l)iw" 

oder, mit I — x" multiplicirt, und die Summe durch pH dividirt 

IM I H-I *n-l , JH-1 . , !■»-!) l'n*-»;i I / »\ 1 

* =x — Jx -j-jr -f- JT* 4- 4- — J * j ( 1— x j oder 

mr»-i «-» 1 *-1 , i»-i , jn-i , , m-i 'w-i; miMt-i 

X =x — |x + x +x J +...H ."X 


Die Auflösung der Klammer ergiebt 

iw*-l ;<w-r •'»*— *1 tttn-i , , . 

x — - x , daher p = i v *>* — i ;-m— 2) 

Weiter brauche ich nichts zu wissen, da ich die andern (Joeflicienten vorgreifend mit p -, *, ^ u. s. w. 
bezeichnet hals 1 . Es ist also 

><• + feüÜü) *>■ + .... + 




I.) ,y 


(«*-*!* 


7 ^« +si+« 

Wenn z. B. » = I, so isl 

.ix , , I ** x» x* x"-' I . V 

•/ T3— = -«(!-•») -|* + T + T + 7 + ‘•"STf + C 

oder wenn hierin m — i = tt 




I X* .ld X* 

\* + 1 + , + *+■ 


• + £l + <•' 


Wenn in der Gleichung I n = 3, so ist 
/%>“- . dr ... _ (P x 6 

J-rr- = - T 1 ^-^ - I, + s- 


-V 1 — 1 + C 

T iw-nj ' 


4“ C o<ler 
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oder wenn 31» — 1 = », also m = ü-i-I und m — 1 = *— — , dann entsteht 

fx'.ix . , - 1.1 .‘.'s“ T-'\ . 

J T^r = — , l'.*-*? — 17+ * + 7+ ir + • • • + .-r! + L 

Hierbei muss « — 2 ein Vielfaches von 3 sein, wenn das Integral gelingen soll. Wenn n — 17 und 
w — 2 = 15, so isl 

Wenn in der tileiehung I. n = 2 , so folgt 

/**■”. Sx ... (* a x" , X S x* . .. 

- IT + T+IT + T + + 7i^rl + 

oder wenn 2 tu — 1 = », so isl 

„-es _| *a+<. 

Weil aber j' 1 ’ 1 das letzte Glied der aufsteigenden Reihe der geraden Potenzen von x ist, muss n — 1 
eine positive gerade Zahl sein; auch hier besteht also die Einschränkung, dass « ungerade sein muss, wenn das 
Integral gelingen soll- Dies fuhrt darauf, sogleich folgende Function zu betrachten. 

/i + y\ 


Wenn y = I (££) , so isl 


ä J — 

dr ~ VitW 


1 ~ (,+x" » x»-' _ 


{■«-K.-X-) _ l-r*"’ 

y = = '(££) odCT 

1 / W-* r = r. '(^£) + c - 

Wenn ferner y = l (i— x**j, so isl = i _^,. . (— 2 «) x“~‘ , daher 
9 = — ™J r ,^.0.*” = f( •-**". folglich isl 

2 ./ ^ / (! — .r‘" -)- C. Ks isl ferner 

/V*" ix fr 1 “' 1 i* fs~' Kl-f)** r” , ,, , 

./ -iZTiü- - j ,-T*' • = j iZT»“ = 7 + C - ‘ ) ** her 

3 = r. '(i^) - V + Demnächst ist 

= S + «. rcghch 


4 = - r. '(-*■) - £ + C- Kbe, 

kennen zu leinen, 


vbonso finde ich, um die Form dieser Integrale noch genauer 


51 /=&* = £'( SD-Pt^ + c 

^ J r ^ — i „ ^ 1 — ^**] — ^ -f- C. Es ergehen sich also für die Verallgemeinerung dieser 


i-j-a» 


Integrale in zwei Wege, je nachdem nämlich m gerade «Hier ungerade ist. 


Ks sei zunächst für die geraden Wcrthe des m 






■ + fr 


m-4 » + 


+ ** 
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so ergiebl die differenzirle Gleichung folgende andere 

/ i \ l I ln-! , 4 J*-i , 6 n-l . ihn— 44 — 1 niB-m-l/ 

— »« — {- — gpTj; )J«"J + 4»"-r + 6 cnz + + jn m - 4 j +gn m-2/x ) 

oder rail (■—»)(!-*••} mulliplicirt : 

mi»-i 1 * 1-1 / an\ S an-i . 4 * 1-1 - 6n-i .. nvit- 4 *-l mn-an-if , 

= ■«— 2.x — ^ I — -r ) )2 ax +461* + 6 cx +■ + / w— 4 x +g\m— 2)x | oder 


M-I . 4**-l -- 6 j*— « - , ifui-411-1 mn-m-i 

— ms — 4 bx — oror — — f [m— 4 r — g hi— 2 x 

-f* 4&J* -j- / m— 4 j- -+-9 m—2,x 

daher müssen folgende Gleichungen statt linden 
1 ; — 2a m — 2 = 0 oder a = ^ 

2 2d — 4fr = a oder fr = — = ~ 

3) 4fr — 6c = 0 oder c = y- fr = u. s w. 

4) g (m — 2) = t» — 2 oder 9 =x r 

5 ) fi m ~ 4 ) — 9(f» — 2) = 0 oder f = Es entsteht also 

= - i-(-e-) - P +(t)- + - + - | + c 


1 .) I*"*" ** 


= - k 1 - 


(an 4 n 6 « 


wenn nämlich m gerade. 


Es sei ferner für die ungeraden Werthe des m 

f x mn ~ l . ix __ 1 » /t+x"\ (or" +■ 4- cx** -f- 

*' i-t 1 " an \t-d?/ l i.aKtii 

dann entsteht durch Differenziation 




^mn - 1 x »-i J n-l * , jn-l . 5«-l . . t ■ mn-^n-i im 

TZ* = mH ” +i™* +5 + +/»."»- 4.* + |«iito- 2 )« 

oder mit (*» — 2) ( 1 — *•■) multiplizirt 

, nw»-i . n-l . an. | n-i . , jn-l , jn-l , . »wt-4n-i . m 

(« — 2]x = [m—2)x — (i-j ( ax 3frj- 4 - 5CJ 4 “ + f ■ m ~ 4 iar -f~ 9 «—2}* 


n-i 

(«— 2)« = (fl — 2)tf 

»-1 , jn-i - , »M*-4n-i s 

— 02- — 3 Ax — s cx — — 4 J — j(m— 2}j- 

1 |*-t , 1 S»-l , ir m 

+ az‘ +3 bx' -j- +f(«-4,-r +J.i"-*)jr 

Daher müssen folgende Gleichungen stattfinden: 

1) — a -j~ *** — 2 = 0 oder a = m — 2 

2) a — 3fr = o, also fr = -i = — - 

3 ) 3 ^ — S c — ®k° c — y fr = ^ u. s. w. 

4 9 , m ~ 2 )* m * ' — (TO-*2’jr" w \ also g = I. 

5) /‘(to— 4) — f(m— 2) = o, also f = Das Integral lautet also 
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AS* = (i) - (iS) - + c * 

= <a<(ia - K+s+g+C+- -+-r;i+« -- 

wenn nämlich m ungerade; und es war vorher 

- IC+C+g+S+ ■ + Q + c 

wenn nämlich m gerade. 

Wenn in I.) n sz I , so ist 

/ ^rt ~ = - t — |r+7 + T+"" + ^r| + c ’ ra,m aui ' 1 ' " e# “ 

= ~ T / ~ |t + 7 + V + --"+ I + 

wobei »i — i gerade, also a ungerade sein muss. 

Wenn in II.) » — i, so ist 

/"Ti.- = T '(IS) “ It + 7 + 7 + 7 + •■••+ £Ti + c < odor " e,in »<-'=» 

- v >( z )-\ t + 1 + 7 + 1 +-+£\ + ( : 

wobei w — i ungerade, also « gerade sein muss. lebrigens ist 

T 1 (£>) = t+7 + 7 + 7 + und * ucl ' 


l (i— x*) = — i + J , + — (ia iuf ’) !• d*her das Integral Ihr » = oo constant wird. 


I " 1 /t# = t'P-^ + 7 + V + 7 + -+S + ‘-- 

sei u ss und t» = jr, dann ist 

du 

ix (i-vr*J J 

Daher wird 

■ 41 


i-xE 


. «**-■ - i-i : y + ' . 

dx — |i-fv^ iX 


J ■x'-I-nx - 41 . nx n -nx n ” + is*+* . ■x*f.,r«; + ix * 41 . , , .. . 

*4* = j&W — dx = iE3^F «k = *** folgiicl» 

I vi tu = J -f- Es entsteht also folgende t heil weise Integration 

f j' . dl X **' /V . Ar /V** Ar . 

= - 2 J i.-.r«|T oder 

" + ')/4ir = ~ J /lT53F also / 7^7 = „Cij - mi,hin 

f *,-**7 — — (7) ■ v '(!“) + (T) It+ 7+7 + ••■• + vrl + C 

<nler wenn n -j- 2 = w, so entsteht 

l] /Cm = - (v) <q + (?) !t + ^ + y+- + ^rl + « 


Das Integral gelingt für m = l ; ferner wenn m — 3=1, in — 3 = 3, »1 — 3 = 5, m — 3 = 7 u. s. w„ 
also für m = 4, m = 6, m = 8, «1 = 10 u. s. w. Ubcrliaupl für m gerade. Merkwürdigerweise gelingt es 
auch für in = 2, wenn ich die Summe in Klammern unberücksichtigt lasse. 
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Es war also vorher 

- (v)/*"i1 r . »lilhin, wenn ich für/ i'*" « lils « nJ< ™ wahU ' 

/£* = S - (~)(-t) '(-*■) + (")(^+t'+t + . - + a + r 

' - ä+ (r)‘c— )+("')K+T+%‘+....+a+<.- 

oder wenn « -f* 2 = m gewählt wird 

3 /'■-*“ ~ + Ot) ^'~**- + (?) 17 + 7 + V + • • ' • + TTyl + C 

Das Integral gelingt fllrm — 3 = 2, m — 3 = 4, m — 3 = 6, m — 3 = 8 u. 8. w., also für m = 5, m = 7, 
ni = 9, »« = 11 u. 8. w. , überhaupt für m ungerade. Auch für m = 3 gelingt es, wenn ich die in Klammern 
eingeschlossene Summe fortlasse ; es wird alsdann 

/£i£i = jtts; + t + c 

j« — ftlr m gerade sei nun n = 2, so ist 

— {7 + T + V + --'- +7S^r) + C 

oder, wenn 2 m — 1 = », also m — 2 = gewählt wird: 

/V.Ar 1 fx 4 . ** . x** , . J ** I , /> 

J 7 ^*“ = ~7 — i7+7 + j7 + -- + ^l + c 

wobei — eine ganze Zahl sein muss. 

Die Integration gelingt für 0 = 3; ferner wenn n — 3 = 4, n — 3 = 8, « — 3= 12 u. s. w., also für «1 = 7, 
» = 1 1, n = 15, n = 19, n = 23 u. s. w. 

Wenn im J 1 für m ungerade n = 2 gewählt wird, so wird 

_ Ll(^f\ _ t* % , * 6 . . * 14 , , , r 

J !-*• 4 la ■ 6 ' 10 * 14 ■ *“‘ * ;ov-aj> 1 *• 

» 

oder wenn 2« — i = n 


= i '(£) ~ (t+t+S+ — + £?) + c 


Die Integration gelingt Ihr « — 3 = 2, » — 3 = 6, n — 3 = 10, « — 3 = 14 u. 8. w.; also für n = 5, 
n = 9, » = 13, n = 17 u. s. w. — 

y . r w»-i . 

— i-cc»" ~ ^ ,r Wl 8 era( * e sei 11 = 3, so ist 

- £+£ + £ + .... +S» + C 

oder wenn 3»» — 1 = », also tn — 2 = 

/ts? = - t *(«-*•) - &*+£+£+.■■•+£} + c 
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Die Integration gelingt lUr » = 5 (alsdann Otlll die Summe fort . Ferner für » 

» — 5 = 18 u. s. \v. ; also flir » = 1 1, a = 17, » == 23 11. s. w. 


■ jy— ftlr m ungerade , n = 3 , 60 ist 

/*£* = 1 1 <S) - *?+£+§ + ■■■■ + SI + « 

oder wenn 3 m — 1 = « 

1 » M , ir* | f 1 ^ | 1 .r*“M . /. 

J t 1 (ca) ~ Ir + ? + .s +•■•■ + zfl + 6 


5=6, N — 5 = 12, 


Die Integration gelingt für » — 5 = 3, n — 5=9, 11 — 5 = 15, » — 5 = 21 u. s. w. ; also ftlr » = 8, 
n = 14, « = 20, n = 26 u. s. w. 


/ * m dx 

l x n lM*merke ich, dass ich, 

wenn m = 3, -f- * a ) -f- C der Formel gomftss erhalle. Auf andern) Wege ergiebl sieh 

aber auch 


/-,^n = 77551 + 7 <(«-**) + C. In der Thal, wenn 
Jt = 777 «j> 80 2 = |77tä> uni1 w,, “ n V = riZTT > K0 's* ebenfalls 

2 = 7775- Ks ist nämlich 

/liW = ÜTTr + uml aurl ' = 777=1 + C ’ » ,,ch = 7T77=: + C ' el » enso 


_ 3-w" , r _ »»K* 


+ C, = 

1 ’ tmi-tf 7 " 


I ^ , a. 

* * »4*;i-sr*l * * 


überhaupt ist 


f r — ;r 4 - C, wobei /# und o beliebig sind. 


Die Grössen p und (/ fallen Ikü der Differenziation völlig heraus, denn setze ich p -f- q =s #f, so ist p = m — f/, 
und es wird 


y 


wi — 9 + qj" ■ /- _ «» — 9 1 »- >*■* ■ _ 

BU»|l—iaC*; ' ' IMlI-f*, ' 


* 9 



c. — 


7 i-x*; 

IHM i-ü"; 




Man kann die und J eljenso wie J auch dazu benutzen, einige trigonometrische 

Functionen zu inlegriren, wenn man j* = sine setzt. — Ich werde aber lieber eine andere Substitution aus- 
führen : 


§ 5 . 


"** fr- . (t-//. <fr = - kgr. 

substituier ich nunmehr i — x“ = sin'y, dann wird 


BHJKI I 


mi— j mi— j m . 

* -h 


n»-i >11-1 »1-3 


m+p-i tf»+-p-j - 


■+-!+c 


{i~T n ) r — sing, ferner x" = i — sin y = cosy, x”' — cosy, x — easy 

1 1 
— 1 1 *-- 

</j* = — * cosy . sin </ . </y, r M " ' — cosy), und es entsteht 
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f* a a 

I »»-— — -i 

I " . / a \ " 

J (cosy) . siny . (— — J cosy . siny . dy 

_ . a a a a 

/* ap»i am-i a ..p+i} — ,m—i :*» — ■ m»— a :■ — ,«-} » — |«*-4>i» 

:= ,1 (— sin v . cosy . dy = - &iny | cos y 4- ( m ~ l \ cos y -f- Ml ~ l — cosy -j — 1 — ■ cosy 4- . . j -f- £ 

• 1 - ' y J -t it w+pl I •> i \»¥+p-i/ * » J DH^-l ' M+p-a ' m+j»- j » 1 J 1 


hi- ja «1-4,3 

w*— 1' MV—»; , »»-« n»-a iia-t; , t , 

, rüS .v + „L, «>s# + ■••+<-. 


(- sin y. cosy .dy 
oder 

/* »f*+i ant-i iptij i»-ija m-a.a 

2 I sin 11 . cos u .1 In = ! cos u 4- ( 1 cos 1 / 4- 

f J J J l||+f> ( » I \OT+/>-l J •> I «»♦ JKI. ui«fi-a. 

Jetzt wähle ich 2/1 — 1 = «/ und 2 #m — 1 = w, dünn wird 
p = 9 ~ x und nt — — . Ferner 2 71 + 1) = y -f- 1. 

» + p - “ + *? = ?■ 

»1 — t = ~ und « -f- p — 1 = Ferner m — 2 = ~ und m -f" p — 2 ss 

in — 3 = ~ und m -f- p — 3 = Audi ist m — 4 = Es entsteht also 

9 « ?*«( »-• füll') — 1 «-« (^teV?=A *-? j 

2 | siny. cosy . dy = 1 “ n v /cosy 4- ^ cosy 4- , * / / * - ‘G cosy 4- V/ * cos y 4- — [4-6* 

J ^rt 0*p) (^T)(~) (^(“PX*^) j 

oder 

fJy.Jy.dy = ],j + ^ ^ coTy + ^^!^ «J+....} + C 

oder wenn ich y = m und y — v wühle 

y» m ■ / '*•*» \( «*-j »-s 

■ / sint' .cost’ .c/r = ( ^ J(owc + (—)«»» + ^ + 


*"3 rmtT . 

H cmv -r> 


+ ^ 


welche Reihe für w unperaile sehr brauchbar erscheint, {cf. § 12, No. 5.) 

/ IW «M-I 

sinv . cos c . dv = — - 4- C 

Hl^l 1 

iw j n*+i a 

Wenn n = 3 , so ist J sine . cosr . dv = Jcosp -f- -f- C 


P ™ 5 

Wenn » = 5 , so ist J sine . cose . dv 


I«** + (^i) cos " + 

wki 6 


"I + c 


Wenn » = 7 , so ist J sine . cosr . ilv = )cost' 4- (~z) cosr + * * cosr 6 _*. * — -! 4- C 

* m^7 t 1 1 n*+S. ,«»♦11 1 »♦JiiW+J hh-i. | ' 

/ m 9 

sin v . cosr . dv 


»in r | i / * \ i * . !> , *6.4 • , 

= — — cosv -4- ( — ) cosr -\ cd.' v -f- — cosr 4- 

IW»9 f • \«»*"/ 1 #i*r wfj 1 «v*7, «♦s nwj. 1 ( 


I . 6 . 4 . a 


(«M-7 ! i, w+s; ni +3 *H4ii 1 "t" ^ U ‘ S ‘ "• 

Wenn tu — o ist, so erhalle ich J cosr . dr, wie ich es schon früher gefunden habe. 

Wenn m = i, so ist 

a f B-i »•— 1 w-5 »“7 | 

J , /n-iN :«_ci ’ 


f * in<r • CÜIiX • iij = (^f) \<*** + (H) cosar + CWJ + COSJ + • ■ •• I + i: 

a j w-i w-3 w-J w-7 | 

= (j~f) (cosj* -f- cosj -{- cosr -|- cosr -j- — J + C, 
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Ich kenne dieses Integral aber bereits 

/ " / , \ *+' 

sinx. cos x.dx =r — f — ) cosx -f- C. Danach müsste also sein 

»♦i i ( n-l n-3 »-5 »-7 | 

— (—,) cosx = {cosx -f- cosx co sx -f- cosx -f- . ...J oder 

»♦1 2 *-1 »-3 «-5 »-7 

— cosx = (1 — cosx) (cosx -f- cosx cosx -J- cosx -f- ....) folglich 


— cosx = 


»-I »-} n-5 i *~7 

cosx + cosx -}- cosx -j- COSX -{- 


IM-I *-I 

— cosx — cosx • 


»-3 H-5 « 1-7 

cosx — cosx — cosx — .... 


= ('*”*') JcoTx + ('") coTx + fcÜfcÜ coT* + 

\i**a J \ 1 \ n / 1 «in— a) 1 n [*-a| 1,11-4) 


cosx -j- j -)- C 


Die Identität linde) also stall. 

Wenn m = 2, so einsteht 

/ sinx. cosx.dx 
Wenn m — 3, so ist 

r 3 " ♦ I *-1 »-r »- 

/sinx. cosx.dx = (£f) {cosx + (^)cosx + £jy{S)cos 

oder 

/ t " .„ 4 J *v-l .-3 »-J •-? 1 . 

sinx. cosx.dx = |{n+l) cosx + >— t) cosx -f- (»-3) cos* + (n —5) cosx + — j C. 

Und so kann man mit diesen Substitutionen fortfahren. — 

Ich schreite nunmehr zur Integration einer andern trigonometrischen Function. 


IMH! COSX T i »-j >-i C ' r + ü 




...). 
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Zweiter Abschnitt 


&■ «■ 

Ich betrachte nämlich folgende Function 
tj = x". cos x . deren Differentialquotient 
? = — x". sinx 4- cosi.«x*’ 1 . Es ist also 

Ar 1 

y = — f i". sinx.dx uf x’* -1 . cosx.dx und 
$ = x* cos x. daher 

* n fx *~' . cosx.dx = x". cosx -f J x". sinx . dx 

Jetzt wende ich auf / x*. sinx.dx die theilweisc Integration an. 

Es sei m = x . sinx und u = x, dann wird 
^ = x . cosx -f- sinx . «x oder 
du — x". cosx . dx -f- hx* V sinx . dx, folglich 
t» dw = .x~\ cosx . fix -|- «x". sinx . dx und 
f c . du = J/* 1 . cosx . dx 4" m j x". sinx . dx und da J u . dv =: UV — / *> dw. 
so entsteht y x*. sinx . dx = x***. sinx — J x"*\ cosx . dx — n j x" sinx , dx 
oder in+\)J x*. sinx . dx = x* 4 '. sinx — / x**\ cosx . dx. mithin ist 

* . «nx .d* = — („,)./■' cosx dx 

Diesen Werth setze ich in die Gleichung I. und erhalte 
m f x*~' . cosx . dx = x*. cosx 4" - — x** 1 . cosx . dx oder 
(«ii) / x ***' C0SJr • ^ = “ — * inT 4" x". cosx — w //*. cosx . dx. Daher ist 

/‘ IHl . *-M . . * ,/'•*-! , 

l < J x . cosx . dx‘ — x . sinx 4“ y* + i ; J • cosx — m m+i J x . cosx . dx 
Ist in dieser Formel u = o. so ist • 

1 ) f x cosx , Hx — x sinx 4- <*osx 4" ^ 
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Es sei nun in (ier Gleichung i w = 1 , dann isl 

J x*. cwi . dx = x*. sinx -f- 2x . cosx — 2 f cosx . dx und weil f co&x . dx = sinx 4^ C\ so ist 

2) J x\ cosx . dx zs x*. sinx -j- 2x , cosx — *2 sinx -|- C 

Wenn n = 2, so entsteht 

fx\ cosx . dx — x 1 . sinx -j- 3X*. cosx — 2 . 3 / x cosx . dx 

und weil ft cosx . dx = x>inx 4- cosx -f* ^>1 M «I «ach 

31 f xV cosx . dx = x 1 . sinx 4* 3x a . cosx — 6x sinx — 6 cosx -f- ('. 

Wenn n — 3» so entsteht 

4; fx\ cosx . dx = x 4 . sinx -f- 4X 1 . cosx — 3 . 4 / x*. cosx . dx 

— x 4 . sinx -f" 4x*. cosx — lax*, sinx — 24X . cosx -f- 24 sinx 4- C 

W'enn noch n = 4, so entsteht 

5) f x*. cosx . dx = x 5 . sinx -j- 5X 4 . cosx — 4.5 / x*. cosx . dx 

= x s . sinx 4* 5X 4 . cosx — 20X 3 . sinx — 6 ox*. cosx 4- taoxsinx -f- 120 cosx 4- I.. 


Ich werde die bisher gefundenen Integrale umschreiben und erhalte alsdann: 

/ x cosx . dx = x . sinx 4- cosx G 
f x*. cosx . dx = (x*— 2) sinx -f- 2x cosx -p C 
f x l . cosx . dx = (x 5 - 6 x)siux -|- (3x 4 -ö)cosx + (1 
J x 4 . cosx . dx = (x 4 — I2x* 24) sinx -j- (4x l -24x) cosx 4- (. 

/ x 1 . cosx . dx = (x s -20x 1 -f" 1 20x) sinx -j- (5x 4 -6ox* -f“ 1 2 °) COSJr 4" £ IL s. \v. 

Hierbei mache ich die Bemerkung, dass die Potenzen von x, als Factoren von sinx, mit demselben 
Exponenten beginnen, mit welchem die Potenz von x unter dem Integralzeichen behaftet isl, sowie dass die 
Exponenten stets um 2 fallen. Andrerseits bemerke ich, dass der Coeflicient von cosx (auf der rechten Seite 
der Gleichungen) jedesmal der erste DifTerentialquotient des Coeflfoienten von sinx ist. Auf Grund dieser Be- 
merkungen werde ich nun mitleist der Methode der unbestimmten (loeflicieoten die Verallgemeinerung , wie folgt, 
vornehmen : 


Es sei 

I /. cosx . dx zs (/ nx* * -f- br *" 4 -j- cx*^ -{- fr' * -j- ) sinx 

4 - Jmx "' 1 4 - «(*— a )*"“ 1 -f- 6 («- 4 /x “ -5 -4 c {»-6 x*" T 4- f *— 8 ‘jx" - * 4- j cosx -j- C 

dann ergiebt die Differenziation dieser Gleichung 

x cosx ss I x 4" aT 4" "* r 4 - 4- fr 4 * • • • -jeniix 

4* sinx (ar"" 1 «(«— a)x* J 4" 4 )x" s 4“ c «— 6 x" -f“ f n—$ x*~* 4" • • • •{ 

— sinr ] tu-""' -f- aln-jjx “ 1 -j. b[tt— 4)**^ «(»— 6 )*"" -j- f *- Sit""’ .J 

+ cosjr jn'n— i'it" * o(»— 2) (» — 3)a-"~* -)- t(n— 4) in— SM’" -6 ■+• c u-6 n—fx" * -f- /' 11-8 »-9 . ,j 
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Di«* leiden mittleren Summanden Indien sieh hinweg: die übrig bleibende Gleichung durch om>x dividirt ergiebt 
„ | w m— i x (i «— 2 «— 3 x " Ä ”4 n ~~S x t* c 6 . w — 7 i.r 4- 

I , * , **-* , , *»-4 m-6 m-I 

4- x 4- na* 4- fcj 4- cx 4“ r* -f- 

Daher »st 

l) a 4- •• (» — I '• = o oiler a = — «{»-l 

2b— — «(»—2 m— 3 mler 4 = 4' *»(»— i' [»— 2 (»— 3 

3 c = — /* 11—4 »— 5 oder c — — « w— 1 »—21(11—3 «—4 «—5 

4* f — — r n •6),»— 7) inler f = f »{» — 1 »-2 (»—3 »—4 »—5 »—6 »-7) u. s. w. 

Es entsteht also folgendes Integral : 

/ ' » . | • »-1 , u-4 »-6 

x , cosx . (Ir = Jx — » m— 1 x 4 - » j» - 1 n—2 u~3 / — » »— r w— 2 :»— 3 »—4 «—5 x 

4- »>»»— 1) (»— 2 «—3 w— 4 «—5 «— 6 »— 7)r" 8 — . . . .j üiox 

, i •»-» , n-J . . . w **-j 

4- ,»x — » »— l »-2U 4- ii ,m- 11 *— 2 3.1,1»— 4 -r 

— »(»—!) ,»—2 »—3 ;»— 4 »—5 w— 6 x* 4“ * • • •! <'os x 4" G- 
Im f r\ cosx . dx sei Iwliufs theilweiser Integration 
u = x 9 . cosx und r = f, dann ist 

** — -r- x 9 . sinx 4- cosx . »ix 1 " 1 und 1» .du — — r m¥t . sinx . dx 4- uar". cosx . dx 
daher 

j x " . cos x . di' = x "**. cusx +/ x~\ sinx . dx — u f x“. cosx . ifr oder 
J x 9 *'. sinx . dx = (u+i) J x*. cosx . dx — x"*\ cos x , folglich 
J f”. «inj . dz — (n-t-i }x* — «(»— i r“~* -f- »(»— l) »— »)^n— j' j"" 4 — . . . .j «in z 

-j- (a+-t) !•*•““' — »(»— i)(*-a)**“* + »»— i) (» — 2 3 (»— cosx 

— x"* 1 . cosx -f- C; mler auch 

/ x* . «in x . rfx = |«x" ' — » »— i i-!/"" 1 + »(»— l) «— 2 >1-3 »—4 j*" 1 — . . . .j sinx 

— Jx" — *(«— l}x" 1 -f- »(»— !)(»—*)(■— JJ M — II «-I >1—2 n-3 »-4 »— 5 x*"* . j cosx -|- C 

Da« f x . ros J . dz kann ich auch anders schreiben. Wenn sinx — r , so i«l cosx . dz = rfr, 
ferner x = Are sine und cosx = Y 1— r*, dann ist 

/(Are sine," de = J (Are sin r " — » »-iKArc sin»}’" 1 1 »~2 »-3 Arcsin»'"'* — . . . .[ . r 

+ |a Are sine " — »i«— 1 1 «— 2; Are smel* '+■» »— 1 »—2 »—3 «—4 Are sine)" .j ^t— »*+<.. 
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S‘ 


Ich betrachte die Function 
x 

y = x". cosx, deren Dilf'erentialquolicnl 
** = — x". 2 coüi . sinx -{* cosx . («x" *). Es ist also 

y =. — 2 J x . sinx . C0N4T . dx -f- w J x"~ . cosx . dx = x . cosx. folglich auch 
I. nj X-*. cosx . dx = x* cosx -f“ 2 / x". sinx . cosx . dx 
das letztere j x". sinx . cosx . dx weide ich theilweise inlegriren. 

Es sei u = j". sinx . cosx und i> = x« dann ist 

= — x*. sinx -}- x". cosx -f“ • cosx • («x* ')* mithin 

p . du — ( — x"*\ sinx -f- x~\ cosx wx*. sinx . cosx) dx. Es entsteht also 

J x", sinx . cosx . dx = x* 4 '. sinx . cosx -j-./x" + \ sinx . dx — ./x"*\ cosx . dx — «,/ x". sinx . cosx . dx oder 

(»+!),/ x". sinx . cosx . dx = x* 41 . sinx . cosx + Jx**\ sinx . dx — ,/x" 4 \ cosx . dx, also 

/*"■ sinj; ■ eo * x ,u = ' «f “ 5 + ( i - coM ) rf * - (ih)/*“ 1 co,ijr • ^ 

Es ist also 

/ » • . /** . «n.r . coi j , .r 144 * / i \ /’ «i * . / i \ /' *♦» * , 

/ x . sinx . cosx . dx = — 4- 7 ( — ] 1 x . cosx . dx — ( ) I x . cosx . dx 

»/ t * !mi h-*i \n+t / ,ß \i»*i / «/ 

oder endlich 

/* *• i i ** 1 ««n-r. co*.r , ( i \ /* «v+i * j 

.1* sm * • «** • = m 1- snisns - fa)J* • C0SJr rfx 

Diesen Werth setze ich in die mit I. bezeichnet«» (ileichung ein, und erhalle 

/n x /’ *-i 1 , /.cmj i .r* 41 . sinx . co* x , ( x \ /* *+i * *. 

( T jyjr cos x.1x= - ; 1 — )- 555J5H ~ C 0 SJ-../ 0 - 

Daher entsteht 

/x . cosx .dx^ 4 - •+ 1 -H ri J .cosx.dx 

Bevor nun für n einzelne Werthe su bslituirt werden, möge erst ,/x cosx. dx aut’ anderni Wege gefun- 
den werden. 

Wenn y = xsinx. cosx. so wird = — xsinx -{- xeosx sinx cosx 

o«ler = — x ( i — cos x) -j- xeosx -|- sinx cosx 

X I 

— x -f- 2 xeosx -f- sinx cosx. Es ist also 
y = — l — -f- 2 ,/xc<isx . dx cosx . dx = xsinx cosx dah«*r 
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/ % i i » 

x cosx . dx = -f- * cos* — ■+■ C, oder cla sinx = i — cosx 

/ * » * 
xoosx . dx = — -+■ ~ sinx . cosx -f- — cosx -|- C. 


Ist nun in obiger Formel n = i, so entsteht 


J 


xcosx . dx = — 


4- , 

1 

, x . »tax . eussp 

4- -3 

1 

, XCUAX 

T , 

T 2 

?-*) + (?- 

-i-)sinx. 

so entsteht 


1 

, x. «in* . cosx 

2 2 

, \x . COSX 

-r » 

+" 4 

3 

2 2 

, 1 tnni.coM ^ jx cu*x 


r cos i . djr 


1 I 

| JX . HIIIX . COttX J , fy 

Y x — * — j cosx -f- C oder 

3) J x. cosx. dx — (y — A i 1 ) 4- (y — d-x) sinx . cosx 4- (y x — -j ) coix + C. 

Ich bemerke, dass diese Integrale aus drei Theilen bestehen. Der erste Theil enthalt nur Potenzen von x, 
welche mit einem um 1 hühern Exponenten beginnen, als die Variable x unter dem Integralzeichen aufweisl; 
der zweite Theil beginnt mit demselben Exponenten, mit dem auch das 1 unter dem Integralzeichen behaftet ist 
und ist mit dem Product sinz . cosz multiplicirl , die Potenzen des dritten Theils beginnen mit einem um 1 


niedrigeren Exponenten als das x unter dem Integralzeichen, und sind mit cosx multiplicirl. Ebenso bemerke 
ich noch, dass die Putenzen von x aller drei Theite stets um 2 Grad fallen. Es sei daher 

J x. cosx . dx = Jr**' -j- Bi"-' 4" Cz"" 1 -)- Dz*” 5 -f- . . . . 

4- (£x" 4- Fx"-‘ 4- Gz"~* 4- 1 h" * ) sinx cosz -f- (dx" 1 -(- Az" * 4- Lx ' 1 -4- .Wz" -7 cosz 4- C 

dann entsteht durch Differenziation folgende Gleichung 

x". cosz = A (*+ i)x* B n — C{n — 3} x"~* Di» — 5] z* -4 

— (fix" -f" Fx*~‘ 4- Gx"~* -f* Bi" 6 4“ •••) sin* 4" (&*" 4” Fx"~" 4- Gi"~* 4- Bx~* 4- •••) cosz 


4- sinx . cosx ) En x" ’ 4- Fm — 2ix*~ ! 4- 6 (* — 4; x"" s 4- B {» — 6)z*" 7 4- • - - -I 

— (dx- 4- Kx~' 4- £z"~ s 4" Bi "- 1 4- ■ ■ • 2 cosz . sinx 

4- cosx jd (n — 1 ) x*”* 4" B in — 3) x"~* 4- £ {» — 5)x*"* 4" B (« — 7) z"”* 4- ■ ■ • • 1 

a a 

oder mit Berücksichtigung , dass sinx = 1 — cosx, geordnet 

« 
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(A(a+t}* a + ß;n— i)x""* + C[*-})T m ~* + D{»s)x~* + | 

= | - Ex' - F* M - G*T _ Ui'* — | 

Ex' + Fi" + G *"' 4 + Hz'* + 

-j- 4 - Ex' 4 - Fx' ’ 4" Gr *" 4 4" Hz' 6 4" mi 

4 - /(«— 4" A’Jb— 3;x*"* 4* i>(»— 5)**"* 4- 


Eni' ' 4- F(n-t)x‘~ l 4- G « -4' x"~ 5 4- H{n— 6 )s'* 4- 


I — 2 i* — 2ÜLT — 2 Lx — 2 3/* — J 

Daraus ergeben sich folgende Bestimmungen: 

1) 2 Ex*, cos j = x*. cos 3* oder £ = | 

2) A> + i) — E = o oder A = >4l oder A = 

3'; £« — 2I = o oder / = F.(") daher I — (j)^) 

4) 2F4- /«-' = o oder F = - /(7) daher F = — (|)(')( 7) 

5) *>“*) -2* = 00derÄ= F(7) daher E — — (l)(x)(7)(7) 

6' Ä {» — I ) — F = o oder B = ~ daher B = — ) (") 

7) 2 C 4- *(»-3) = o oder C = - h(7) daher G = 4- (J)(;-)(7)(7)(7) 
g, G(»-4) - 2L = o oder L = G(7) daher L = + ( 7 ) ( 7 ) (7) (7) (7) (?) 

9) C(»-3) - G = o oder C = ^ daher C = 4- ( J)(t)( 7)(7) 

«o) *«4- t(-5) = o oder // = - l( 7) daher // = - (‘ ) 0(7) (7) (7) (7) (7) 

„) D ■;»— 5) -H = o oder /> = daher D = - ( 7 ) ( 7 ) (7) (7) (7) (?) 

,2 (1.4; _ 2« = o oder « = tf( 7) daher * = - (7) (f) (?) (?)(?) (?)(7) (7) 

Es entsteht daher folgendes Integral: 

U oo«* - ^ = .^0 - (:)(:) ~ + (t)(:)( 7)(7) ^ - (i)(:)(7)(7)(?)(?) x- s + ... 

+ i^*-(:)(:)( 7 )^v(;)(:)( 7)(7)(7 )^-(;)(;)( 7)(?)(7)(7)(7 )^ + ..!-x TO8 ^ 

oder /V.co/x .dx = * {,« - (7)(7) ^ + (7) (?)(?)(?) 

- (7)(?)(7)(?)(7)(7) ^ + I + : I*’ - ( 7 ) (7) + ( 7 ) (7) (7) (7) 

- ( 7 ) (7) (7) (7) (7) (7) + i «■' • — + 7 1*- - (■;’)(?) 

• + (7)(7)(7)(7) r* - (7)(7) (7) (7)(7) (?) ^ 7 + I «« + c. ' 

Es sei in diesem Integral behufs theil weiser Integration 
u = x. cos* um! v = *, dann wird 

= — *". 2 cos* . sin* -f- cos* . (nx* daher 


Digitized by Google 


23 


du = — s * . sin* . cos* . rf* 4" »* . cos* . dx und 

du = — 3 *" 7 '. sin* . cos* . dx -)- «*". cos* . dx Nun ist f udx “ «r — J vdu 


daher wird 


J x' cos* dx = *”". cos* -f 3 fx" V sin* . cos* . dx — n _/*". cos* . dx, folglich 
/ '***'. sin* . cos* . dx = (-j -)_/*". cosx ' — * — - c °* x . Es ist also 

/*"* sin* , cos* . dx = ^ |**" - ( 7 ) ( 7 ) **"’ + ( 7 ) ( 7 ) ( 7 ) ( 7 ) x "’ S “ i 

+ (7)l x ‘~ (v)(7) ~+ (i)(7)(7)(7)^- (t)( 7X7)(7)(7)(7) x *"+ I **■«*• 

+ |«~ - (7X7) + (7)(7)(7)(7) *-* - (7) (7) (7) (7) (7) (7) *~v. . j« ^-€L^ +C . 

oder auch 

fx" sin* . cos* dx = ^ - " 77 *“- - (7)(7)^ - (7)(7X7)(7)*^ - (7)(7)(7)(7)(7)(7K , + - i 
+ "-(*-- ( 7 ) (7) ** + (7) (7) (7) (7) - (7) (7) (7) (7) (7) (?K 7 + i — 

+ ,J 7 i j*~- (7)(7)^+(7)(7)(7)(7) x ’"-(7)(7)(7)(7)(7)(7)^ I™- - ^+c. 

Es sei z. B. » = 8 , so muss sein y = 

1, = t - y |,‘ - (!)(!),• + (4)(ÖG)(iK - (;)©(})(}) (j)(i)l 

+;i-’- ( t)(t)*’+ a)(4)(««).' - g)(t)(t)(t)(t)(t)»i — •-» +¥[-■-(:)(:)*• 

+ (4 X : )( 4X4) ■ - 0(4 X4)(4)(4)(4)l - =M= + ‘ 

oder 

y = y*'. sin* . cos* , dx = i — | s"** — 7* 4 4" 7 x * — *J-| + Ja** — 2 t* 5 + 105*’ — 7 * | s ' nx • cos* 
+ 1 7*‘ - 7 *‘ + 7 ** - 7 J cos** - * 7 ^ + c. 

dann musste aber auch sein 

% = j. 8 *’ - I , 6 * s + 7 . 4 *> - 7 . 3 *- (a * 7 - 3i*»+ tos*’ -7*) sin* 

4- (2*’ — 2t*’ 4- 105*’ — cos* 4- sin* cos* (3 ■ 7** — 21 . 5** + 105 . 3*’ — ~) 

— (7** — 7 x4 ■+■ 7 x * — 7 )' 3 cosx s ‘ n * -t - c<wx (7 ■ **** — 7 ■ ‘* x! “i“ 7 • ax ) 

+ — .**. a cos* . sin* — J cos* . 8* 7 oder, da sin* = 1 — cos*, 

^ = 2 *" — 21 x s 4- 105** — 7 * 4- a* ? cos* — 2i* ! cos* 4* toS*’ • cosx — 7 * cos* 

— a* 7 4- 21* 5 — 105*’ 4- 7 x 4" ir " cosx — *t* s cosx + tos* 1 ■ «*>* — 7 x cosx 

7 * < * , * * 

— 4* COS* 4 - 4a* COS* — 210* COS* 4- 315* cos* 

4- 14* 6 sin* cos* — 105** sin* cos* -)- 315 ar*. sin* cos* — ~ s ' nx cosx 4” x * smx cos* 

6 . x - » , llj . 

— 14* sin* cos* 4- 105* sin* cos* — 315* . sin* cos* 4 — 7- sm* cos* 
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Es ist also in der Thal 

J*- = jp*. sinx cosx, daher das Integral richtig. 

Um nun auch das Jx". sin x dx zu linden , erwäge ich, dass 

fx " sinx dx -f- cosx dx = fx* sinx x" cosx) dx = Jr* (sinx -f- cosx} dx — fx*. <lx 

j.iw -1 r m * r * 

= — •+■ C daher Jx . sinx Jx = — Jx . co sxdx> also 

£ jü sL ±.= ^ + : !**" - (~)(*?)^ ! + (*?)( v )(?)(*?)*- 5 

- {")(")(?)(?)(?)(")” + ••••• I - t I*" - (t)(?K‘ + GXtXtXSK 

- OfrX^X?)^)^^ + I «** - f jx- - (-)(■?)*- 

+ (tXt)(?)(?)*^ - + I «■* + c. 


§■ 8 . 

Die Function 
* "* 

y = x . cosx hat den Diflercntiaiquotienten 
dy _ „ w- 1 « 

dr *“ x . m cosx . sinx + cos* . (nx ). Es ist daher 

f n «*-« /* *-i m » m 

y = — m./x cosx , sinx . dx + nj x cosx . dx = x . cosx, folglich 

i /'*-* m . • ■ , r- , 

«,/x . cosx . dx — x . cosx >»./* • cosx • s»nx . dx 

y ‘ ■ m_l 

x . cosx . sinx , dx zerlege ich durch theilweise Integration. 

» m ~ l 

Es sei « = x . cosx . sinx und u ss x, dann ist 

du „ ■*"* n **-* «*-i M 

da- — x . cosx . cosx — x . «Df (m — i) cosx . sinx -J" cosx . sinx . («x 

„ W n «*-* t n _ 1 o*-i 

= x . cosx — (fl» — i) x . cosx . sinx -|- nx . cosx . sinx 

•n m~ a x ro-i 

= x . cosx — t m — i i x , cosx (l — cosxj -f- nx . cosx . sinx 

„ Hl , ■« n w 

= x . cosx — (m — i) x . cosx -f- (*» — i) x . cosx -f- ** cosx • *»nx folglich 

„ °» n m-t w _ J wi-i 

du = mx . cosx . dx — (m — i) x . cosx . dx -f- . cosx . sinx . dx und 

, 4 , *" **,•»-» „ «*-> 
vdu = mx . cosx . dx — w — i) x . cosx . dx -f- nx . cosx . sinx - dx 

Es entsteht daher: 

in— i 


/ 


f m . . , x f n+i "*"* , / * 

m,/x . cosx . dx + (m — i )Jx . cosx . dx — nj x c 


x . cosx . sinx . dx = x . cosx . sinx 
oder 

y , .v /*» , */*•♦. 

(n-f-i Jx . cosx . smx . dx = x . cosx . sinx — mj x . cosx . dx -f- im — i ) Jx 
Daher ist 


cosx . sinx . dx 


m-t 

cosx . dx 


J i . cos* . sinx . dx = T ■ ’ * 


— &)/"■ cosx ■ d * + (^j )J **'- ««w* d* 
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Dieses Integral substiluire ich in die mit I. bezeichnet« Gleichung, dann entsteht: 


. f *-i m j **- eo%x 
~J x . cosx . d. i = — 1- 




x . cosx . dx -J- 


(S )/*""• 


m -2 

cosx . dx 


cosx . dx - + r ’*‘ * _ f _ 2 l/ x ~. cosx . dx + coTx . dx 


oder endlich 

' fx"\ cosx . dx = : ***1 ^ + J ~' T ' : ^ !*"'■ cosx . dx + (^) coTx . dx 

Es sei nun m = 3, dann ist 

5 1 COSX . X** % . CO*X. »iux /Vl , » /* i • 

x . cosx . rfx = — -4- — •./ x . cosx . dx 4- —Jx . cosx . dx 

9 3 9 *3 

wobei das cosx . dx sehr leicht aus dem J x*. cosx . dx entnommen werden kann. Es ist alsdann 

x . cosx . dx = — ^ 1 - f* Y r ~ {»H-II «x + (»-{- 1 ) n (»—I »—2 x 

— B-j-i) « (*— t) (» — *) (»i — 3) (b — 4) x" -5 + sinx -f- y |(b+i) x* — !*+»} B in- 1 ) X*"* 

' -f- n+i) n (b — 1) (11 — a) (b — 3) x *-* — (b+i) » (b— i) (b— z) (n— 3) (b— 4} [n— 3) x" -4 -f- j cosx 

*■’»♦' /’ «-1 J . 

— ~ J x . cosx . dx 

Bevor nun dem n bestimmte Werthc gegeben werden, möge erst noch .f x cosx . dx auf anderem Wege 
gefunden werden. Das Integral ist aber direct schwerlich zu finden, und werde ich deshalb einen ziemlichen 

Umweg beschreiben müssen. Zunächst leite ich aus dem bereits bekannten J’sinv.dv eine andere Formel ab. 

n *-1 n-l 

Es sei « = sinr dann ist du = n sine . cos e . de und » . rf«i = b . r . sin» . cos» . de 

Weil nun f u dv = m » — f r du so ist auch 

/ ■ n r m-i 

sin v . dv = v sin e — u J v . sin r . cos v . dv oder auch 

/ " -1 f * 

v . sinr . cosr . dv = v tt - P - £-,/ sinr . dv, also wenn n ungerade nach §. 2, No. 2) 

r. linr . i j . /tt-i\ • *”* i •*” 5 . I i r» 

= -v— + * i 6 " 11 ' + U=.) *•"" + «“•' + I '<** + c 


» = i,Je 


sinr . cosr . dv = - ■ - {sinr -{- 2\ cosr -f* C. 


Anmerkung. Das J v . sinr . cosr . rfr kann ich auch anders schreiben, wenn ich 
sinr = x setze, dann ist cosr . dv = dx, r = Are sinx und es ist 

/•" - x-dx = i jx’" + (£) x- + ^x- J + +•• • • • j V*=* + C 


oder auch 


f r". Are sinx . dx = 
wenn n gerade. — 


i 1 l J* i / » \ i _*-4 , nii*-*, *-4\ , I , /: — r* , /v 

+ s;,--. j* + * +.5^^;x +i -yy_ T] _ J x +...) Vi-* , + C; 
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Wenn nun y — x . sinx . cosx, so ist 




I 


^ = — ix sin* . cosx 4- x cosx -(- sinx . cosx, also 
y = — xfx sinx . cosx . dx f x cosx ■ dx -j- ,f sinx cosx . dr. Wie umseitig gefunden, ist 

J x sinx . cosx . dx = * - y° - 4~ -y (sinx -f - 2) cosx -j- C; und nach der Formel ,/ sinx cosx dx des §. 5 ist 

f * . J 

J sinx . cosx dx = cosx -|- C. Daher ist 

/ t , i , * J * 

x . cosx .dx — — x sinx -f- — (sinx + x) cosx -f- — cosx + * sinx cosx 4- C. 

1 1 J * 1 

= y x sinx (i — cosx) -f* — (3 — cosx) COSX y cosx -|- x sinx cosx -j- C 

* 3 

= -— x sinx x cosx srnx -4- -7 cosx — cosx 

3 3 1 3 9 


-|- x cosx sinx 


-f- y COSX 


f x cosx . dx = 


”, folglich 

3 * 

y cosx -}- y x cosx sinx -f- y x sinx -f- y COSX -j- C. 


Es war also 


L 


x~" cosx . dx = 


- =SfL/r. COSX . dx + (==i)/x' 


Wenn nun m = 3 angenommen wurde, war entstanden 
s 

. a 
9 


/ •M-* * 1 <*►*•*) x", co*ir , 

X . COSX . dX = (- 


x . cos x sinx 


3 


4- -y j x"‘ — (»+ 1 ) itx" ' -|- (n+l) n (n— 1) (■— 2} x*” 


— — .] sinx + y j (n+t) x — (n+l) » (#— t) x*” 1 + (•+>) " (•— l) (»— 2) (n — 3', x* * — . . . .j cosx 

- 5^/s 


x . cosx dx. Ist jetzt m = 1 so entsteht 


I x*. cosx dx xx -y x cosx 4- ' -j- y (x*- 2) sinx y , 2X cosx — ~f cos: 


cosx dx 


= -y x cosx 4- y *’• cosx sinx 4* y (x*— 2) sinx + J * cosx — ~ cosx sinx — * ( sinx -j- C 


also 


dx 


31 U cosx . dx = ~ x cosx -f- (j x‘ — cosx . sinx 4- (y x* — *°) sinx 4- -y x cos x 4- l'. 

/ ‘ J 

X . cosx . d. r n = 2, so entsteht 

/ I 3 3 * • C 3 

x 1 . cosx . dx = -- x\ cosx 4- 1 ' - ?”y : ■ * ! "? 4" y (** — 3 • 2xj sinx 4* y (3 x* — 3-2.1) cosx — -y/x cosx . 

= -y x*. cosx 4 - y **. cosx . sinx 4" ( ** — 4x) sinx 4- (2x* — 4) cosx 

3 a 

— cosx — — x cosx . sinx — — x sinx — - cosx 4- C oder 

»7 , » 9 1 

^ /x>. cosx . dx = ( ~ x* — cosx + (y * J — ~ x) cosx sinx 4- (* x s — ~ x) sinx 4- (zx*— ^)cosx4- C 
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Diese drei speciellen Integrale genügen, um die allgemeine Form hinlänglich zu erkennen, unter welcher 

r . ] 

überhaupt J x . cos* . dx erscheinen mtlsse. Die Integrale bestehen aus vier Theilen. Die Potenzen von x, welche 
I 

mit cosx und init cosx multiplicirt sind, beginnen mit einem um t niedrigeren Exponenten, als derjenige, den 

* 

das x unter dein Integralzeichen aufweist; die Potenzen hingegen, welche mit cosx . sin* und mit sinx multiplicirt 
sind, beginnen mit demselben Exponenten als das x unter dem Integralzeichen. Sümmtliche Potenzen (allen stets 
wieder um 2 Grad. 

Es sei daher 

/*■ cosx . ix — (ax*~' +■ Bx“~ t 4 - Cx“~ 5 + Dx"" + ) cosx + (Fx" + Fx“ * + Gx~* + tfx"" 6 ■+• cosx . sinx 

-j- (/x"-'+ Ax" 1 + Fz*~ ! -t- Dx"’’ + ....) cosx + (Ax* + Oj" * + fir" + 4- 0x"~* + ....) sinx -f- C. 

Dann ergiebt sich durch Diflerenziren 


x".cosx— — ( ax*''+Dx* , +Cx“" i +I)x° 7 +. . .) 3 rosxsinr-t-cosx 1 A(a— t)x* *+ß(n— 3)x“~*+C(n— s)»""+D(n— 7)x*^+...! 
-j- (f** 4- Fr* - * + Gx"~* + llx“~* + . . .) cosx. cosx — (Fx" +• Fr" Gx*" 4 -*- llx"* + ...) sinx . 2 cosx 


+ cosx . sinx i Ens" '+ H[a— 6 x' 




+• Kr '+ Lx 


Mr 




+ cosx ! /(n— i)x*"*+ Ä{n— 3)x*"+L(n— s)x""*+ Af(n— 7)**"*+.. .}+ (,Vx"+Ox*"’+ Pr""+Qx"'V.. .) 1 
sinx fjV»x"’ , + 0 («— *)x"’*+P(h-4)x’’ 5 +0(ii— 6)x* + . . . j 


oder, mit Berücksichtigung, dass sinx = 1 — cosx, geordnet 


x . cosx = 


Er + Fr 


+ Gx 


+ ...} 


+ 


| -f- A (n-i) x*"' -j- ß (11-3) x" -4 + C (n— 5)x cosx 

I4- 2 Fx"-|- 2 Fr"'* 4- 2 Gx"" 2 Hx“~* -f- . . . J 

I- iAx- - 3 ßx - 1 - jCx - 5 - Jflx - 7 - | * 

{ \ cosa 

(-)- Enx“-' -)- F(t*— 2)1“-* + G(«-4)x"~ j + H[ n-6)x”" 7 -f- I 


cosx . sinx 


A T x" + Or"" + 


Fr"' 


<?* 


+ /(»— x)x"' , -|- K{n-y x“~* -|- L 11-5' x ,-6 -j- . . . | cosx 


l — lEx — zFr ' — zGx 


- 2 Hx “~* — . . . I 


+ 


iVux" ' -|- Oi«— 2)x "* 3 Pn- 4ix"" s 4- 0 »— 6 }x* 7 4- 


- Ix 


Ax 5 - ix"" - J/x" - 


Ich habe also zur Bestimmung der Coeflicienten folgende Gleichungen 
i) 3 Fx’. cosx = x". cosx daher E — 

2 } F« — 3x4 = o oder A = F (j) daher A — 

3) 3 F 4- A ;»-l) = o oder F = — A (“^') daher F = — ( j)(y)(y) 

4) F(«-2) — 3ß = o oder ß - F(*") daher ß = — (jXyXtXt) 
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5) 3C + «(»-35 = o oder ß = - daher G = + (-tXtXtXtX?) 

•6) Cl >-4) - 3<-' = o oder C = G (f) daher C = + (tXtXtXtXtXt) 

7 ) JV — iE = o oder = 2 E daher iV = -~ 

8) Nn — /=o oder / — Nn daher / = | n 

9) 0 -f- /(»» — i ) — 2 F— o oder 0 = 2F — /(«— 1) = — 2 (t)(t)(t) — 7 «(«— 1) daher 0 = — (y). I 0.(y)(^) 
io'i 0{n— 2) = K daher E = — (y^.to.^y^~^(ii— 2) 

P+Ii-J) - .6=0 <*, P = ,C - fl' l.-j| = (IXIXtXtXt) + (t) 1 « (tXt)>-> l-l) 

Jsher r= (y) 91 (jXtXtX?) 

,» im = t . = (-t)-»'(-;XtX?x?)'«-‘ 

'«>»+ c -S - ° 1- * = - c (t 9 "» » = - C-XtXtXtXtXtXt) 

14 Q + !(■- 5) — j// = o oder Q =. 2II — L(b— 5), aUo 

« - - (TXfXTXTMTX7)-(f) >' (TXT)(TX?)t’-»«'-5l- **« 

» = -(;).s.oX;X~X?X?XvX?) 

, 5 »i.- 6 ; - 3 » = 0 1 , = »(=) .i.i.t » = - (-;X;XtXtX'‘XtXtXt) 

,61 0 »-6 - .1/ = o «ler .1/ = <? N -6 daher M = - (j-) .82o. (jXtX^XtXtXt) "~ 6) 

Es entsteht daher folgendes Integral 

/«' to.« . «« «= -f-iY-Y^Y^'l»-’ 4- YiV '.Y— Y— Y— ‘Y^Y«" 1 


«o.« I- = KtXt) «" - (tXtXtXt) *” + (tXtXtXtXtX ?)'" 1 

-(tXtXtXtXtXtXtXt)*" + •' I 

+KtK-(tXtXt) " +(;XtXtXtX ! ?)'" - (tX;XtXtXt , XtX ! ?)^+ •••• i~-— 

+ Kt)“" - (t) ">■ (tXt) —>«"+()) «'■ (tXtXtX?)<-*> *” 

- (f) 8 »' (tXtXtX^XtXt):-- 4 ' ■" + I~* 

■^'l(7) , "-(i) lo XTXT ! )*" + (f)'9 I XfXTXTX 5 i i )*"-(fX 8ao '(TXl ! XTX?X^ i XV)*4 - ^ 

oder, wenn ich das Integral noch «was umschreibe, 

ft. 60.« . S« = ^|«4'_(t!XY)«*’ I +(^XTX : ?X?) J "“CTX ! rXTXTXT S XV) J "S* ■■■■j «Os« 

+ T K - (tXt)*" + (tXtXtXt 1 )'" - GXtXtXTXtXt)'" + -• I • “* 

+ 7-1'"- (tXtK'+ 9» (tXtXtXt)'"- «“■ ("XtXtXtXtXt)'" + ■ -I «“ 
+ “ (tXt>“+ 9'- TXtXtXt)*"- 8 “> (tXtXtXtXtXt)*" + I + c 


Es ist nur noch zu bemerken, dass die Factoren 10, 91. 820 u. s. w., wie sich aus der Bestimmung der 
Coellicienten ergiebt . derartig entstanden sind, dass jeder folgende derselben das Neunfache des vorhergehenden 
ist, plus i t also 9J = 1 10 . 9 -f- *> 820 — 91 - 9) + 1. Diese Factoren würden sich also mit 7381, 66430, 
59787 5380840 u. s. w. fortsetzen. — Es sei beispielsweise n = 8. dann musste sein 
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,=/**. cos* . ** = f ( * - (ix-f y + (tXtXtXt)^ - (TX-rXfXTXtxt)* i 
+7 l* , -(7Xf>‘+ (tXtXtXI)* 4 - (TXTXTXiXTXT>‘+(7X7XTXTXfXTX7XT)i «*• sin * 

+ h y- «*■ my+»- mxmy- (ix^xixixf) * i 

+ 7 k- - (ixfy + 9.. mmty - **>• Gx*xix*x*x*y 

+ ^«-(iXiX7XtXfXiXfXi)l-“+ fi 

oder 

9 = /**■ cos, • <fl== ('f t, * _ Tr Jc5 +^' rl— 

+ (t**- r/+ ly- ^V+ £) cos, . sin, 

+ cy - «V + tv°** - agp,) cos, 

+ (fV- i^,‘+ SSP>- sin, + C. 

dann musste aber auch sein 

S = - (}*’ “ T, V + “ T7*} 3 cos, sin , + c oL (} . 7 ,‘ - ■ 5 X< + “ • 3* - ~) 

+ {>* - h x + TT* - tt! x + irr,) CÜSJ - ä sut, ■ cos, ( T , - i-, + 7^* + Sir) 

+ cos, . sin,(y.8,’ — ^.6, s + ^.4,’ — ji) 

- (LV- MV+«£V- »==.) sin, + cos, (f 7 ,‘- ^. 5 ,‘+ ^ 3**~ ^f°-) 

+ co«, 4=,‘+ '-iV x '+ + ^ ,(} . 8/- iii? . 6^+ ^ . 4, 5 — j ‘Hr • 2X ) 

1 2 

oder mit Berücksichtigung, dass sin 2 = 1 — cosx, geordnet 

Stf I ^ * . III ^ 1 >240 ^ * * 44I0 

= — —x . cosx . sinx -j- —x . cosx . sinx ~x . cosx . sinx -f- 


-f- -j-x . cosx . sinx — ^yx . cosx . sinx -f- —^x . cosx . sinx — 


9 

‘ 3 


. cosx . sinx 

s 

cosx . sinx 


4- y, . COS, — -**•! . COS, 4 - nfT* • CO«, — 77f X • COS, 4 - cos, 
4- ~, • cos, — . cos, 4- 777 x ■ cos, — 777 cos, 

7 ü x . cos, 4- == cos. 


+ :-• 


* ! 

oosx - 


6 | 41 

III , I 1 20 * 

—x . cosx 4" -jr* * cosx ■ 


-f* yx . cosx — yyx • cosx -+■ ■ 0I ,*° x . cosx — x ^ x 

8 6 4 % 

I ,112 1 1 10 4480 

— —x . cos, 4 - ~zrX . cos, , . cos, 4 — . cos, — 

1 »7 "I 1 *43 


66H)?6o 

1187 

8960 , 


»II 

3 


11 200 

5" 


1223040 i 
*1 


7) 47200 

*43 


407610 J 


■V • : 2240 40-tl no 

— yX . sinx -J — y x .sinx — ?~-- x . sinx -{- 

.16 • 1240 * 40^680 ^ 

-J- y x . sin x —x . sinx -j 17“ x .sinx — 
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du 1 

Da sich die übrigen Glieder sümmtlich hinwegheben, bleibt in der That nur Übrig ^ = x . cos«, woraus die 
Richtigkeit des Integrales erhellt. — 

r « j r " j 

Durch theilweise Integration des J x . cos« . dx ergiebt sich demnächst J x . sin x . dx 

" 1 

Wenn u = x . cos« und v = «, so ist 

, ■ * i / *-«\ 

^ = — « . 3 . cos« . sin« cos« . yu /, daher 

n«l > n | 

v . du = — 3 « . cos« . sin« . d« -f* n« . cos« . dx. Es ist daher 

/ * 3 im j r ih-i • * c » j 

« . cos« . d« = « . cos« + 3«/ ^ • COS« . sin« . d« — wj « . cos« . dx oder 

/ n 3 «t-ti 3 /* *♦» 3 

« . cos« . d« = « . cos« -}- 3 J « . cos« . sin« . d«, folglich 

/ n*l i IW-I 3 / v r n 3 

« . cos« . sin« . d« = — — y— - -f- \y)>' x • COSJf • und 

/ n i "*/•«- 1 3 f m j 

« . cos« . sin« . d« = — ™* r -f- ~-«/ « * cos« . d«. Letzteres Integral ist dem J « . cos« . d« leicht zu ent- 


nehmen, und es ist deshalb 

/'■• ~ = - ¥ + I " - (TXt) ”+ (tXtXtXt) I ~ 

+ jl"- (tXt) "+ (tXtXVXt)-'"- (tXtXtXtXtXt)*"+ I “• • *■ 

+ T ">(rX?) "+ »■ ("XtXtXt) »“ (tXTXtX?XtXt)»+- H* 

+f-r- “Km ■”+»'(tXtXtXt)"-«»(tXtXtXtXtXO'+I“*+' : - 

/ « * /•« a r « f n 1 

i . cos« . sin« . d« = J x . (i-sin«) . sin« . dx = J x . sin« . d« — J x . sin« dx, 

so entsteht 

= ■¥=' - I (”X¥) ”+ (tX?X"Xt) -i »'« 

- ; (■ '"-(tXt)*-'+(tXtXtXt)^ (tXtX?XtX?Xt) 

- 7 -Ml-“- '•<=X : ?>“+ KtX : ?X ; ?X ! ?>“- 8 ”<tX?XtX?XtXt>*+ •••!— 

- ;■ !■”- -(tXt>”+ »'•(tXtXt'XtX"- (tXtXtXt)(?Xt>"+- I -- 

I m n-i n -4 n-S | 

— |r — »;«—!)* -j- n(n-i)(«— *)(»— 3 )* — »(«— !){»— i)("- 3 } (»— 4 }(»— 5 )x + | cocs 

I »-! «-S «-7 > 

-+- l» — n n— i »— *)* -f- n »— l}l,i»-s' 11-3 »-4 x — *;■— 1 ; (11 — 2 11— 3) (»— 4) (■— S)(n— 6 )s ...jsinx + C. 
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Die im vorhergehenden §. entwickelte Hcductionsformel lautete * 


P ih-i m 

J X . COSX . dx = 


»»4-1 .7 . COS J- | J COSJ ■ sin X 


/ »-I m / \ »*»-* 

_ i . cos* . dx -f- (^—jjx . cos* . dx. 


Es sei nun m = 4 , dann ist 


/ •♦I 4 "4 »H-l J . P »-I 4 /* »Hl » 

, m+t<x . co*x , x . cmx - sinx n »»1-1 I j J I j 

x . cosx . dx = — H x . cosx . dx •+■ x . cosx . dx. 

Letzteres Integral kann dein J x . cosx . dx des §. 7 leicht entnommen werden, und deshalb entsteht 

P «M-I 4 "4 »Hl ) »41 n ^ 

- 1=2 I , - (vXr) f + (tX?X"X?)' 

- (tX?X?X?X?X?) “+•••■ I 

+ i i*~- (“Xt)'"'+ e?X4X“X")"- (?xfx?x?x?xr)”+ -i •»* - -■ 

+ K I ■ - ©f?) ~+ eX¥X?X?)-”- (;XvX”X?X?X?)"+ ■•••! 

. r »-« 4 

— **iJ x * CÖSJP • <k* Hs sei » = i, so entsteht 

/ i 4 4 * $ 3 * 

J i.rratx . X . CO«J fin* , tf J.*X, J { /a\/»\i • 

* . cos* . dx = - Ts — h h ir — u + • t * ~ j. ““ cos * 

I 1 /* 4 * 

■+• yy * cos* — yy,/ cos* dx> 

und weil f cosx dx = — cos* sin* + y cos* sin* y * -f- C, so wird 

fz. cos* . dx = ^ + 1%c ”* ,io * + \ - if + (f * - i) sin* cos* + f * co^* 

3 . 

— — cosx sinx — ^ cosx sinx — ^ x -}- C oder 

/ i 4 4 . 1 . j a . a . J 

* . cos* dx = y * cos* (y — jjj cos* sin* + y * cos* + (■{■* — cos* sin* y — ^ * -f- C. 

f » < 

Dieses Beispiel genügt, um die Form zu erkennen, unter welcher Überhaupt J x . cos*, dx erscheint, 
und es kann daher sogleich zu dieser Verallgemeinerung geschritten werden. 

Es sei 

/ ■ 4 41+1 i*-t n-j fl-5 l*-7 

* . cos* . d* = ox -j-4* -f + fz -hs 1 + 

( fi n-1 »-4 n-6 »-i \ 

hx -f fcf + px -+- V* zx +..../ cos* sin* 

( ,-t n-s ■-? \ 1 

IX -f- tX -f- UX + VX 4- «■* ) COS * 

( n n-a *-4 »»-6 »»-• \ J 

Ax -j- Bx -f - Cx -f- Dx Ex + .... ) cosx sinx 

/ *-1 *-3 *-i »~7 *~9 \ 4 

“[*■ {Fi -j- Gx -j- Hx -f- Ix -j- Äx .... J cosx C. » 
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Alsdann ergiebl sich durch Differentiation 

ii 4 * a-i 4-4 »-6 i-l 

* . cos* = «(ih-i)* -|- &(»-■)* -f- c(n— 3'* + f{»— 5)* + }{»— 7 )* + 

( a »-» 4-4 4-6 n-H \ s 

hx 4- kx -j- px -+■ qx 4~ rx 4" ) cosx 

• / a *-i »-4 4-6 4-8 \ 9 

— (^Ax - Ax -f- px qx + tx -}- ) sinx 

k a-i »-3 4-5 *-? m -9 


-f- jAnx -}- Afn— 2 )x -}- p(n— 4 ;X -}- q(n— 6}x -f* r (*“8)x -f .....j sinx co«x * 

/ iv— l «V-J 4-j 4-7 "-9 \ 

— \^jx -f* Ix -f- «x -f“ •* 4" K,x 4" y 2 cosx sinx 

f n-a n -4 «-6 4-8 4-IO | i 

t(n— i)* + *(«» — 3)x + «(»—5)* *{•— 7)* w'n— 9)* -f- j cos* 


( m «-S *-4 4-6 *-i \ 4 

Ax 4- Bx 4- Cx 4- Dx Ex 4 ” ) cos* 

( A n-a »-4 4-6 n-8 \ » 9 

Ai + ß* + C* Dx -j -Ex sin*, cos* 

1 »-! n-J *-S »-7 »-9 I 1 

-)- 1 . 4 #* -j- W'n— j * C,»— 4)* + D »—6 * -|- E(n—8'x + j cos* sin* 

( — I »-J «-T »-» \ 1 

— V,f* 4 " Gx + Hx -(- Ix + Ä* 4 * ^4 cos* sinx 

j n-a n-4 4-6 »-8 4 -io | 4 • 

-|- (F'n— i)* 4- 6(11-3)* 4- //(»— 5)* 4- /(»— 7)* 4- £>-9)* 4- | cos* 

9 9 

Diese Gleichung ordne ich, inil Berücksichtigung, dass sin* = 1 — cosx, und erhalle demnächst folgende 


andere : 


* . cos* — 


+ 


+ 


u»n+i;x 

4- 4(«— i)x 

»-4 4-* «-• 

4- c;»- 3 )* 4 - /■{»- 5 j* 4 - 9 (n- 7 }* 4 - 


•*■9 

"-4 

4-6 

4-4 

— hx 

- kx 

— px 

— yx 

— rx — 


•V- 1 

4-4 

4-6 

4-1 

hx 

4 -k* 

4- px 

4- qx 

+ ™ +• 


a-l 

»-4 

*-6 

4-4 


4- * »— 1)# 

4* f{**- 3 J* 4 * 

«(»—5}* 4- v 4—7)*. 4 * 

1 

4 -a 

»-4 

4-6 

4-8 

+ ** 

+ **■ 

4 - px 

4 - y* 

4 - r* 4- . 


i*-i 

»-4 

4-4 

4-8 

— 3A* 

— ißt 

— $Cx 

— 3D* 

— 2, Ex — . 


4-9 

**-4 

»-4 

4-8 

3A* 

4- 3B* 

+ 3c* 

+ 3 ® 1 

4 - 3 Ex 4- . 


a -9 

»-4 

4-4 

4-8 

4- Ar 

4- Bx 

4” Gx 

4 - D* 

4 - £* 4- . 


n-x 

*-4 

4-4 

4-8 


-f- Fi>-i)x G(i»— 3)x -f- !/(»- 5)x /(*— 7 )* 4" • 

, - 

4-3 

"-5 

«-7 


hnx 

4- k[ b— 2) x 4" p(*-4;£ 4" “h **(fi-8)x 4” • 

*-■ »-3 

*-s 

•-7 

»-9 

— 28X 

— 2/X 

— 2 (IX 

— 2PX 

— 2 IPX — . 


»-s 

4-7 

*-9 

Anx 

4- B n—2 x 4- C u- 4 x 4 - D{n— 6)x 4 " 8)x 4 “ • 

«-> »-j 

»-s 

4-7 

*"9 

— 4F1 

— 4G* 

- 4 //x 

— 4 /x 

— 4 ÄX — . 


sin* cos* 
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Es ergeben sich daher folgende Bestiinmungsgleichungen : 

» 4 « 4 t 

1) 4 Ar . cos J = x . cosj\ daher A =. — 

2 ) 2 h — $A = o oder i = ji, daher h = — y. 

J) An — 4F = 0 (xler F = A (i) daher F = (7X7) 
4)4*+F«-i>=» °der II = — F( datier D = — (7X7X7O 


5) »."-*! — 4 C = 0 oder C = II (~) daher G = - (tXtXTX^) 

6) 4 » + G n- 3 : = o oder C = - G (^) daher C = + (-jXlX^)^)^) 

7) C «_ 4 ;, - 4 « = « oder // = <.'(?) daher H = + (tXtX^XtX'tXt) 

8) 4»+// »-5) = « oder ß = - //(?) daher /» = - (^tXtXtX^XtX?) 

9 ) ß n-6) - 4 / = 0 oder / = »(=±) daher / = - (^XtXtXtXtX^X^Xt) 

*0) 4* + /;»-7) - o oder £ = - lg) daher E = + (^XtXtX^CtX^XtXt) 

») * "~ 8 - 4* = • oder A = E.g) daher Ä = + (^(7 XtXtXtXtX?XtXtXt) 

11) An — 2» — <1 oiler * = A (+) daher « — (fX^) 

13 ] at + * n— l) — jll — 0 oder k — ^ U — * 

. - - (iXiXrX?) - (4X4X?) = - (IXtXtXt • 4 + 0 - - (4X4X?) ■ 4 
‘--(4)-»-(5Xr) 

• 4 ) * »-*) — 2 l = o 0 . 1 er I = t (=p) daher t = — (-J- ) .5 . (^(tX^) 

, 5 ) 2 P + » n -3 - 3C = * oder j, - f C -lg) = (IXtXtXtXtXt) + (i> 5 (tXtX^X?) 

— ' - (^XtX^It • 7 + 5.1 = (IXtXtX^G?) • 7 (lah " r = (+) 51 1 (tXxXtXt) 

16 ) p (n— 4 ) - 2 « = 0 oder u = p g) daher « = (|) . 21 . (tXtXtXtX?) 

17 ) 2 q -f- u «-5 — 30 2 = 0 oder ) = - “(^r)« ako 

1 - - (4X4X4X"XtXtXtX?) - (4)- *■ - (4XtX"X?X“X?) 

- - (4X4XtXtX?X?X?)I4 ■ 4 + "'I = - (4X4XtX”X?X"X?) • T ■“» 
»--(4)»s(4XtXtX?XtX?) 

.»| - ■• = • « 1 ™ r ■ ,f,*) J.I»T . = -(■») , «s ■ (iXtXtX?XtXtX?) 

19 ) 2 r -j- 1 * »— 7 ) — 3& — 0 oder r == A E — v (jjp) oder 

- = (4X4X4XtX"X?X?X?XtXt) + (4) • «5 • (4XtXtX?X?X?X?X?) 

= (4X4XtXtX?X?X?X“X?)I 4 ■ 4 + «s| 

= (4X4X?X”X?X?XtX“X?) ■ T «*»» 

’ = (4) »■ (4X?XtX?XtX?XtX") 
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*> r -"- 8 ' - - = “ - = '(=r) = (I) • 34« • (tXtXtX?X?X?X?XtX?) 


2 1 ) ofiH-l) — h = o oiler a = — daher a = 


li!l.-l)-l = »«krl = i ,l»hrr » = ~ ({) - 5 - (7)^) = - (±) . S - (7) 

U) <;*-l -P = . »k>>- i, .!■»« « = (!)•■ '•(tXtXtXt) s,! ÜX’ , X7XtXt) 

■* (M - 1 - (i)«i(7XTX?X?X?Xi) = - ©^-(tXtXtXt'X?) 

, s!li .- 7 w-.^,^^i) J4 ,.(jx?X?X ! ?X?X?XTXj)-(i)ä<'(7XTXTX?X?X?XT) 

Es entsteht daher folgendes Integral 

/,• . «i . * - KtXt) (tXtXtXt) •'+ (tXtXtX“X?Xt) •** 

- (tXtXtXtXv^XtXt) *”+ (tXätX^X^X^XtXtX?) ”-■1 -• 

• + Kt) * - (5X5X59 “+ (rXtXTXxXf ) (7 XtXtXtX?XtX?) •** 

+ (tXtXTX“X?X?X?X?X?) 1 “* • — 

. ' +|WXt)*"-(t)!(7XTX?) "+(t)-” (iXTXTX?)fiO*" 

- (t) ^ (tX?XtX?X?X?X?) "+ (««■XtXVXTX?Xt ! X?X?X?X?) •' --I “• 

+ Kt) *' - (t) * (5X59 *”+ («• ■■ -(tXtXxX?) (t* '( tX"XtX?)(?X?) “ 

+(t)w(5XTX?X?X?XS‘X9X?)“--l‘"'“-* 
+£-GM5)~ +(ö-«-(5X3(T)"-(ä^-(5X?x?x?X9)” 
+ (?.)•>*' (tXTX"X?)(TX?)(v) • + c 

oder, wenn ich das Integral noch etwas vereinfache, so entsteht: 

«v . * _ ä 059059 ,*%. (=?X"X?Xt) ” - (tX“XtX?X7Xt) "+ -l~* 

+ 1 1*'- (5X59 "+ (7XtX“X?) (5Xt)(7X?)(?X?)"+ I ~ -■ 

+ i " I*“- s(~Xt) "+ *■• ("X”X?X?) ss- (tXtX?X?X?Xt) *" 

+ »' (59(tX59(59(?XtXtXt) •**- -- I ~ + 5 I*'- S- (5Xt) " 

+ ■■- (tXtXtX?) SS- (5XtX"X?X?X?) “+ ss 1 - (5 Xt)(tX?XtXtXtXt) 

- • I + fe-äl»"- >'■ (xX“) r + »5- (“XtXt'X?) ” 

-s»'-(tXtX?XtX?X 59 ” +""l + e , • 
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Es bleibt nur noch zu bemerken, dass die Factoren 5, 21, 85, 341 u. s. w, , wie sieh aus der Be- 
stimmung der Coefßcienten ergiebt, derart entstanden sind, dass jede folgende Ziffer das Vierfache der vor- 
hergehenden ist, plus 1. sodass sie sich also mit 1365, 5461, 21845, 8738t, 3495*5 u. s. w. fortsetzen wurden. 
Es ist ferner: 

/* ■ casI ■ —S x • (* — sinx) . iU —ft (1 - 2 sinx -)- sinx) dx oder 

/ » 4 **' f " • r * . * f n 4 

x . cosx . dx = — - — 2 J x . sinx . dx -)- J x . sinx . dx , ■ und man kann daher hieraus leicht,/ x . sinx . dx 


/ n m 

x . cos x . dx für immer grössere 

Werthe des m zu entwickeln; nur bin ich bei diesem Verfahren genölhigt, stets nur Schritt vor Schritt vorwärts 

r » 9 f ■ " 7 

zu gehn. Lin z. B .Jx . cosx . dx zu erhalten, muss mir zunächst J x . cos x dx bekannt sein; es wäre also 

/* m m 

zweckmässig, sich nach einer grösseren Verallgemeinerung des./ x . cosx . dx umzuschauen. Unter den bereits 
vorhandenen Integralen bieten sich mir folgende Anhaltspunkte zu diesem Behuf dar. 
f * 4 . 

Beim Jx . cosx . dx beginnen die trigonometrischen Factoren, welche in dem entwickelten Integral die 
* f " J J r n a a 

Summen multipliciren , mit cosx; beim J x . cosx dx mit cosx, beim Jx . cosx . dx mit .cosx, und beim 

/ • . i 

x . cosx dx mit cosx; sie setzen sich demnächst bezüglich mit cosx sinx, cosx sinx und mit sinx fort; und 

s r II m 

dann mit cosx, cosx; es ist daher zu erwarten, dass bei dem J x . cosx . dx die trigonometrischen Factoren 

m ih tn-* m-j m-4 

mit cosx beginnen und sich mit cosx . sinx, cosx, cosx . sinx, cosx u. s. w. fortsetzen werden. Die ausser- 

/ * 4 4 

x . cosx dx derjenige, welcher cosx multipli- 

„ f « 3 * ... n f " 1 * 

cirt, beim J x . cosx dx derjenige, welcher cosx multiplicirt , — ; beim J x . cosx dx der, welcher cosx 

multiplicirt, sowie beim f x . cosx . dx derjenige, welcher cosx multiplicirt, -J-. Beim J x . cosx . dx wird 

daher der Coefficient, welcher cosx multiplicirt, möglicherweise ~ lauten. Die ausserhalb der Summen befind- 

/ *• 4 3 f « 1 

x . cosx dx das Product cosx sinx, beim J x . cosx dx das Product 

* /* b * r n 

cos* . sin*, beim Jx .cos x . dx das Product cos* sinx, und beim J * . cos* dx das sin* multipliciren, sind 

• Ca m m-t 

bezüglich ^ , und -j-; der Coefficient, welcher beim J x . cosx . dx den Factor cosx sinx. multiplicirt, 

wird daher möglicherweise ^ sein. 

m 

Die Potenzen von *, welche mit cos* multiplicirt sind, beginnen mit dem Exponenten n-t, die Potenzen 

aber, welche mit cos* . sin* multiplicirt sind, beginnen mit dem Exponenten n; alle Potenzen von 1 sind mit 
abwechselnden Vorzeichen versehn und fallen stets um 2 Grad. 
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Es möge daher sein 

/ n m m ( o-i »-3 n-< , 

* . cos* . dx = i, cos* I* - * - a-aLa-fta - iA 


. (n-i) (»-*} [n-y in—^i ■ n-$) ! ,m- 6 ) (»-? ; !*»—•> *""* 

T ~m*H * 


■ I ( n,H~i | , na-*] in-: 

-f- “ COSX . Sinx \X X -{- “jj| 


•» 

*:*-*ti»-*: '»-3) 


_ ;»-fifn-3'ii»-4. n-5' __ 

X •• — X 


nia-l) {n-a I fn-i ;■ !*-4) ; «-5 1 n-b 1 |a-? 1 _ 
m> X 


n-j »-5 «-? "-9 

-|- 0 cosx (x — .4x + Bx — Cx Dx - 


m-3 / a a-x n-4 n-6 »-8 ) 

" 'Ix — Kx -f- Lx — ) 

m-4 | im *-j n~s »-7 l 

— Px +0* — ß* -j- | 


m-a f ffr-i 

i (x — A 

I ■ 

-|- b cosx . sinx \x — Ux -j- 

m -4 £ i 

-f- C COSX tx 
m-s 

+ C cosx . sinx 

wi-6 f n-l 

+ g cosx i* — 

m-r < a a-x I 

4 k cosx sinx (x — px -f* ) 

+ : H- C; 

dann erhalte ich durch Differenziation dieser Gleichung folgende andere: 


nt-j l i» n-a a-4 n-6 

(* — o* h* — 


O-J 

bx 4~ 


4- bx — <* 4- 

} 


a in 


f , n-4 . . r , w n-6 , 

•> 7 n-i n-a i»-3 _ , {n-l n-x n-3 B-4 n-i, _ n-i n-a n-j n-4 'i*-c n-6 n-? 

ZTt. ' x “ nr*i'’ 


1» ■ ra-i n-a n-x 

X . cosx = COSX l » — 1 1 X — — ä X + 


* 4- 


...} 


— cosx.sinx|x 


»X -f" 


-r »-* M-3 n-4 n ^ (n-l) n-a) 'n-3: '»-4) ,n-6 • ^ , (n-l n-a n~3 n-4 n-$' n-6 n-7! «*-•) ^ \ 

^ X "1 JT» 


m-l t "•** n-3 n-i .. ,, .. .... »-7 .. .... ... »-9 I 

; n n-l ‘a-a> n n-i n-a M-3 111-4! n n-i a-a 1 n-i n-4 n-j n-6 n n-l n-x n-i n-4 1-5 rc~6 a-? n-Ä J 

+— * cosx . sinx l jix J-J — x + -r - 2 — -I ^7— 5 x 4- — ■ * — x-..| 


m i n n-a ... n- 

+-co**{* — * 4- .fr-. :m - 3 . 

m * »1 1 1 m 1 


a;n-i n-a fn-j n-4 n— 5 1 _ , •■'n-i a-a'|a-j"n -4 n-j i'n-6’ «-71 _ 

m* * ' m» * "** 


a a-i | n 


/n*-l\ • _ J »in-i, n a-i (n-a n-j n n-l n-a (n— j| »-4 n-J 

-(.^r) smi cos - r i JC - sr x ^ * — iüt *■* 

w-a j n-a a-4 n-b n-l | 

4- # cos* !(«— 1) * — Ah — 3 * 4- R 11— 5:* — C n-fjX 4-....J 

HI-3 . j n-i n-j n-5 n-7 n-9 ) 

— a (m— 2) cosx . sinx jx — Ar -f- Bx — Cx -f - Dx — ....j 

n*-j • n-x n-3 n-5 n-7 n-9 l 

-j- b . cosx . sinx j«x — // [n-2 x -j- /(»- 4)x — K 6]x t(»-8;x — — ( 

«n-a | a n-a a-4 n -6 a-l ) 

-f- b . cosx |x — Hx -f -Ix — Kx Lx — .... j 

m-4 l 1 n n-a a-4 a-6 n-8 J 

— 6 ; w* — 3) cosx . sinx jx — Hx -j- Ix — Kx -f- Lx 

m-4 / n-a n-4 n-6 n-8 1 

4- c . cos* | fn— 1)* — P u— 3 x 4 - (J u— 5j* — R «-7)* 4" i 

m-S , h »-J f-s *-7 l 

— c im— 4; cos* . sin* ix — Px -p Qx — ß* 4" I 

m-j . «-1 —3 n-J ^7 1 

4- f cosx . sin* jiir — «[»— j)* 4" b “-4) JC — ( n-6;* 4-....) 

m-4 / n n-a n-4 n-6 . 

4- f cosx j* — ix 4- h* — cx 4“ 1 


n-6 . . a-| l 

n n-l n-a n-3 n-4,i >-5 n-6 n-7. 

-.7 J • •» 
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m— 6 | o-i »-4 i m-j / n-l n-j | 

+ 9 cosx | n-i)x — — 3)x ...| — ym-6 cosx sin x [x — 'hx ...j 

»-? ^ n-l *-j » n*-6 j n n-l i » »i-8 i n 

h cos* sin* |it* — p (»1—2)4? 4- . ..] 4 “ A cos* 1 * — p* -f- - •-! — Aim— 7) sin* cos* j* — 


A-l 

px 


Diese Gleichung, mit Berücksichtigung, dass sin* = 1 — cos’*, geordnet, ergiebt x . cos* = 

n i »- 1 1 In-«) fa-3) ■ »-4 11 jw-3) [» 


" »*«l _ 


i n-r n-l n-i A-4 '»-5I „ 

m* *“ 


+ ~ * — 


ST** 


n n-l n-l iw-3 


1 n-l n-l »-3 n -4 >-5 


* + 


w“ 


i'n-i n-i «1-3 n-4 »-5 *■ 
in* 


n-l 

~X+. 


n— 8 

-X — 


. ( *n-i\ " :w-nn!n-i| " * i‘n*— 1 n n-i n-i *-j M Im-i m >5) ,‘m-i n n-i ,n-i|''n-j* [»-4; ,»-^$1 <•»- 

T \~rn ~ ) X wr* X + mS 1 ~ »T* X + 


6) ’n-T’ 


-f- cos* . sin 


n-i n-j 

n n n-i n-ii , 1 

- * S * -f* 

m m* * 

* 


n-i »-1 n-j n-4 n'n-i n-* 1 (n-J »-4 n-5 n-61 , 

- i -X . X .... 


- "x + 

* in 


n-i n-t n-j . . _ n-7 

n'n-lt n-i, n n-i »-1 n-3 n-41 , n n-l »-1 m-j »-4 ,n-j n-6 

— _ * x -j 


X + 


Bt-1 

4~ COS* 


* . (nj-l'n n-i " 1 •!■>-» iw'n-t, fn-i^it-i^ ^ . ‘ ‘■M-i)n;n »»'; , n-i in-4 1 n-5 *" 

m ) * in * «#* * m • 


4 " «(»— l) J — aA !l» — 31 * 

m n-l n- 

-f- bx — bllx -j’* fr/* 

n n-l . n- 

fr(m— 3)* — b (iw— 3 ) Hx -f b ;*m— 3) / * 

m — ft 

juy-1 n n-l n-i n-3 1 n-4 n-5 ;n-6 n -7 


X + 

n -4 

— «C(»- 7 x + 


-f- b Lx — 

n-i 

4- fc IM— 3 Lx — 


4- nfl 11-5) X 
— bKx 

n- 

— b im— 3 Ä x 


**-! 

4- cosx . sin x 


n-i n-j n-5 n -7 n-9 

»MX — bl! n—i x 4 " &/,«— 4 t — bK u—6 x 4 ” bL{n—&' i — 

B-l tl-| —s »-7 0~‘( 

| — a(m— a)x 4- aA m- a}x — iiII ih—2)x aC[m—2)x — «Dm- i)x 4- 


4- cosx 


« n-i n-4 n-6 

— b{m-s)x-j-bim—$'lh — !(m— 3 )lx b im— 3 Kx — 


4- c m- i x — cP, n-i) x 4 - f(?(*-5) x — 

n n-i n-4 n-6 

4 - fx — f a x 4 - rs>x — fix 4- 

n n-l n-4 n-6 

4 - ([**-$)* — /’(»- 5)«* + /;»»- 5)bx — /■(«- 5 }cx 4- 


m-j 

+ cos* . sin* 


n-i n-j n-5 

fn * — /■ a (h — 2)* 4-/’b(n-4)x — 

n-i n-3 n-j 

— e(m— 4 x 4- cP >-4) x — r</ bi— 4; x 4" 
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+ cos* 


-)- cosx sinx < 


hn x — Apm— 2) * -f- . 

K-l »-) 

| — g'm-6) x + j(m— öjh* — . 


- X -}- f(m- 5'4 j: — ‘ . 

i*-a 

+ 9 (»-l)* — ••• 

n »-» 

-f- h x — hp x + . . • 

» »-» . 

1+ h[m— 7) x — h m— j)p x -f- . . . 

Nt-8 | I» I»-* J 

+ cosx { — Afm- 7 ) * + — I -f- 

Es ergeben sich deshalb /Ul Aullindung der Ixrefticienten folgende Besliimnungen : 
li 4 -I- b.m— 31 — ftr) = " o<ler 4 ;»— 2: = daher b = 

1 V1 tri J ttl rn Hl —2 

2) bn — am— 2) = 0 oder a = b (~) daher a = " m ‘ l . 

> ' ' \m-a/ «n m-z, * 

3) — a(n— 1) — 6// — b'm-yU = o oder ■+■ II {4 -f- 4im-3i| = «(«— i) " ll ~ l |n * > , ~ l ‘ 

oder Ilbim-2) = + S^!l = |f(=!) folglich II = + ?£! 0,1er 

« - »;»-) j^,+ daher II = ■^^ '3 




tf \ i Mi ■ s i g Ai'n— x.'H fwiw- si *ii * nw—aji 2 

4) uA;m— 2) - bll (*-a) = « oder A = ~ l- 


oder 


A = 

5 ) - 


(m-ijiN-*;» w-i} {m 2 + |m-a; 2 } 

w» nw-i) a . 

1» ra-i l 

r«-t: 


daher .1 = -■ - 

m * » 4-2 j - 


m» 


— aA[n— 3) hl - f- 6(w— 3)/ = o oder 


Ib(m-2) = a^(»- 3 } + oder / = 


ad a-3) + * -f 


oder 


w :o»-i| {«» ♦ |a»-a| t ^ (*-$! . i»-i|w;’ii-»iii»-«. «-31 

J ^ «n-t- ' iw- m-a:- * PI 2 


ti tt-i; fm * 4 ;m~z; *} ■ n.'n-i; ;w-a w-31 n>-i «-1, b-j («i ä + im-» : , 1 


1 »t •-», >-a) !*•— 3 i {m 4 <• 1»' 1 .tp-a ; 1 ♦ iti*-a] 4 } 

1 ~ m* m-t* 


= + ^ Jo»- 


6) bi n- 4) - «fl;»- 2) = 0 oder ß - >i££ = ’llHülr»' ürf 

a w-i w* tu— 2 . ' tw n*— 2 . 


ß in-i w-a ,n-} n-4 ^ (rw* t- wi s 'wi-li 2 -e >4-»)*} 


n t»*-i 
m m-i' 


daher 


7) i"-n-c— 1 «-»e»in«-4n-»-tl + „Bn- 5 ) — l,K - h.m-^K = o oder 

Kb m-2 = aB n-<\ oder Ä = — 5 ’ ^ ■ - ^ n - 

n'ni-ij |w-i|i«-a; n-j 11-41 !«**♦ di* Mi-a '*♦ , ,’ti»-i>;i»-i;- w-iii'n-^i , w-4'ii»-5l 

* * ~ m 4 m— a 4 * fw T 


= -*■ folglich 

.. B ft-I D-* in-j: t*-4'l«l-5J {1"^+ «1* ]«9-i;*+ IDB-tl»} 

n' 
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8, aC m—2^ — bK n— 6) = o oder C = * 6 — oder 

w »-I n-i; n-} *-+ H-j . {iw" + m* fw-a w»-a H j m-i n -6 

/. an* . in*-a; ß mm-» . , 

L = _ ■■ daher 


/. n-i: «-» N-j !i»-4 It-S *i-£' {ot"+m* :m-a i + m 5 ,»»»-a)* +■ (m-a!*} 

° = n.» . Ml— i « 


9) _ „c „-7 ) + bL + bm-ziL = o oder 

•l n »-I n-i *•— 3 1 '«•— $ 1 «i -6 r»- 7 : 


L = 


oC ii 7 + 


»’m-lj H-I u-a \n-j n-4 n-s n-6 [w* * in« »i-x * ♦ wi? w-i i +■ >ji — ,*- 7 ) , ii^i|h'»*-|)(i»-3^i*-j‘i>^|i»-j)i'»-6 

m m-a 1 * m * , ,m— z* * m* 


. «-* If-v »-4 .*•—? m-« H-Tli WI* * wi* ni-a**m* m-z.« ♦ im-a'« , 1 | , , 

- — I ^ + =t| llahCT 

I w w-i «-» n-| >-4 «*-$. w-6 »i-?| {in 1 *-» ni 11 m-»;t ♦ tu* » ;>n-a|*J 

J m * . 1 m-a * 


10 bL »- 8 ; — a D m— 2) = 0 oder I) = folglich 

it| w ' m- 1 1 •: w-i ■ . w-3 ; 1 1»-^) . 1 1 : n-y ; f iw* ♦ m * m-z * + m« .n» -a;* + hi* ;g»-a^ + im-* ;*} m-i, »-• 

m* {«»-*>* " ‘ mim-a) 


, daher 


rx __ n-t w-z n-j it-4 1 w-3 n-4 w-? in-g; fw^+ «n a mi-».* -» «w 4 lin-ay* m 3 -m-z ♦ ♦ 'm-a «j 

w» g»t-»* 


Es mag hiermit für die Coütticienten der 3 len und 4ten Serie genug sein; es sind mir nunmehr «, d, II. 
C. I) . sowie b, II. I, K. I . hekannl und kann ieh auf die ferneren Coofficionten dieser landen Serien ohne 
Weiteres durch Analogie schliessen. So wUnlo z. B. der auf D folgende CaMiflicient also lauten : 
n-i i*-i M-3 r»-4 m-j n-6 »*-■ 11-t <*-9 «i-io m-z * *■ m r> Mi-» * + w l «t-»«+nt- tih-2*+iw»-a 10 } 

«|W|ll»-*)W 

Die Coeflicienten der gleichen Potenzen von jt in diesen beiden Serien — und, wie sich gleich nachher heraus- 
steilen wird, auch in allen übrigen je zwei und zwei Serien* — sind einander gleich, nur mit dem Unterschiede, 
dass z. B. L mit m m-i w-2 «-3 »-4 w-5 «-6 »-71, dagegen D mit (i*-i) (»-2: (n-3 (»-4) (n-5) (n-6) (11-7) (»-8) 
mullipficirt ist, und dass ttl>erhaupt die tIoi ; rticienlen mit diesen Facloren in der angedeuteten Weise abweclisotn. 

So klar aber das Fortschnüten der Facloren »-1 («-2), i»-l)(»-2)(i»-3 ' (»-4), f»-l) (n-2) (»-3) (f»-4; («“ 5 ) (**-6) 
u. s. w. einerseits, und der Facloren n(»— 1), a(n— 1 ) (w — 2 3), »{5— l)(a— 2) (»— 3} (a— 4)(a— 5) u. s. w. 

andrerseits in den beiden zusammengehörigen Serien ist, so liedarf es in Beziehung auf die quadratischen 
Summen, mit denen jene Facloren .multiplicirt sind, noch eines Wortes. Die erste quadratische Summe, welche 

a a 

ich angelroffen habe, war in II enthalten und hiess m >*—2 ■ Nun ist 

I * *)* 4 * * 4 

rin -f* (■»— 2' I =»14-2»« in— 2 m— 2) . Die quadratische Summe des nüchsten t^fticientcm / lautet 
4 *a 4 

aber nur m -f- m m— 2) 4 " M *-2) ; ich erhalte dieselbe also, indem ich von der quadratischen Summe des 
vorigen Coeflicienten II das unvollständige Quadrat bilde, nümlich das Quadrat mit WVglassung des ßinomial- 
Coeflicienten 2. Sodann ist 

j a 3)3 6 4 a a 4 & 

tin 4 “ («—2) I = m 4 " $m iw— *2) 4- 3 »71 (m-2 4 " ,w “ 2 ) • quadratische Summe in K lautet aber 
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64*44 6 

m -)- m [m-i -)- m m— 2, 4- («11—2) ; ich erhalle dieselbe also, indem ich von der quadratischen Summe 

1 ' X 

nt -f- (m— 2) in II den unvollständigen Cubas nehme, unter welchem ich den Cuhus mit Forllassung der Binomial- 
CoSffirienten verstehe. Endlich ist 

( * Xj 4 6 . 6*44 *6 * . 

Im 4- (m— 2; I = m -f- 4m [m— 2: 4. 6m m-2 + 4m m- 2': 4 " i»-*) • Die quadratische Summe in L ist 

>614416 I 

aber = m 4- m nt— 2) 4" m m ~ 2 + m m— *l 4" m — 2 ; ' ( 'h erhalte dieselbe also, indem ich von der ersten 
quadratischen Summe in II das unvollständige Biquadrat nehme. 

Somit scheint das Gesetz deutlich zu sein. Die quadratische Summe des nächsten CoefBcienlen wird da- 
her die unvollständige jte Potenz von im 4- m— 2 I, die nächste die unvollständige 6te Potenz von im 4- >'m— 2 I 
sein. u. s. vv. Ebenso kann ilher das Fortschrcilen der Nenner der CoelBeienten ein Zweifel wohl nicht vor- 
. handelt sein. Ich wende mich daher zu der ferneren Auffindung der Goc'ffieienten. 

, ,) _ hm-i) 4- f 4- f m-5 = e oder f = daher f = 


'*) /'" - '■ >"-+ = 0 oder r = A (~) daher c = 


13 4 m— 3) H 4- c u-t) — /a — f m— 5 4 = 0 oder a 

m-i m '*-1 ' {iw* ♦ !■»-*;■* } ' in-} , , «tw-il . i>-i) 

_ * m 1 m-a * ' m wt-a :n*-4 * 


6 . H m-y -h fiw-il 


folglich : 


1 1 1) nt- 4 


___ (m * * «-j’5 1 n'*-i 

ui 1 n*-a * .;m- 4 l< 


= * i t + - 5 » = » "-0 


t «>!. 

. n (n-i lfm* I «*-*;* -fo»*! »-4. * + !»-*)* m-4 
m* w»-x * m-4 - 


\ ml m-4 '* + m-i 1 m-4 * + m* m-i 2 J 
w* rs-1 V W-4 I 


daher 


Die hierin enthaltene quadratische Summe ist aber aus den drei 


Grössen mm— 2 *1» — 4) des Nenners von f derart entstanden, dass die Quadrate der Produete von je zwei dieser 
drei Grössen addirt worden sind. 

Soll aber das für die vorigen beiden Serien entwickelte Gesetz ülH»r die .Keihenfolge der quadratischen 
Ausdrücke der Coeflicienten auch hier wieder Geltung haben, so muss in dem nächsten CotflTicienten b das un- 

j 1 XX X X t| 

vollständige Quadrat von im {m— 2) -j- m m — 4 -j- im— 2) {m — 4 j enthalten sein. Es muss daher, in diesem 
Falle, weil 

t* * * x *a x ja 4 4 4 > X 4 4 

(m — 2. -j- *» {»*—4) -b 2) m — 4 i = m »1—2) 2m w— 2) m— 4) -|- m (m— 4) 

x 4 x * X 4 44 

-f 2 m >-a) m-4) -j- 2m (in— a) (w-4) -b («-2) (»-4)% 

| x ax a a >) 

das unvollständige Quadrat von Im ;m— 2) 4- m m— 4) -f- w-2; m— 4 I, nämlich 

4444 44411141114 

• m .m — 2) 4" » m-4 4" {■— *} m-4) + *> m— 2) in- 4 4- m «—2) m— 4} + *» <"-2) .»'-4) 

in b enthalten sein, wovon ich sogleich Gelegenheit haben werde mich zu Überzeugen. 


'4! 


f» >—2) 4- cD («•— 4) = 0 oder P = 


h n-t 

e (»-4 ’ 


also 


fwt-i m-3; w »-»){»»* w»-i 4 m2 m-4 1 m-a * f»-a; 

p __ * »*!>»»»» im- 4 * fi»— i; ’w-X; {m*fm-a,i»-mi»fH»-4,x + (ii»-a| a {m-4t'q 

n n*-i «4-3, y _ m> !■»-*! J lfll-4;* 

> • v"-4J 
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15) — *'•»— 3) I — cPfn-j) + f\> + A»"-5) fc = 0 oder b = — folglich 

«iw-i](»»-|) fm*'n*-a|*-»-»» , i»-4i I + Cm—*}* 41*} ;•—!) I [«*-»} ■ ’»-») {■»* » (w-*i*| |w-i, 

. _ *Sj«-i) !«►<)»' m «.;»-»)< ln»-«; 1 ~r «•!««)*_ ~ ‘ w j er 

• ("- 4 ) 

. a j»-s) i*-aj ;«-j, {»* (m-*)* + m- !w-4; ! + t.m- tj* ;n»-4J*} . *•<«•—»; <»•—*) f**— Sl {■»* + m* (»•*-* 1 * (w-»PJ 

Es ist also 

. a’»-i,n »-a) a-i> f w*<!a»-a)*m w*{a>-4l»» 'w-^4 )* | w« ♦ m* (w-a)* ♦ 'w-a )« | 

9 • mt|iwjr j (w-4) 4 ' m*|«*-al* { 

*»(i»-ii | mSlm-a)** m*|w-a)*'m- 4 ) t -» w*(w-a)*.(w- 4 )*-MW* fw- 4 )*-» aM fw- 4 )*> (w-»)* ‘ w-4i* | iJoljer 

“ w*[aa-a|* [ m? (w-a)* (w-h.‘ 4 | 

^ <if»-»j;n-a, (i»-^{iw*{w^) 4 '» w*(w-4) 4 4 (w^ aj* m»-^|*4 «w*(w-a)* {■i-4)i 1 -»ia 4 { w»-al 4 (a»-4, ,> »ild , (w-a} > |w-4l* } 

Es findet also auch in diesen beiden Serien dasselbe Gesetz über die Reihenfolge der quadratischen Sum- 
men statt, wie bei den vorigen; und wird sich dieses noch mehr dadurch bestätigen, dass in dem nächstfolgen- 

I t > t i a a) 

den Coefficienten c der unvollständige Gubus von im («-2) -f- m ( OT ~4) Hh (*t— 2) -'m— 4) I enthalten ist. 

16) 4) — cQ{m-, 4) = 0 oder Q = folglich 

s\ t’w-ij (w-|) . a.;a-i}'»-ali>-}| {■* (m-a)«4W* (m-4'*+ (m-1? 4 Iw~4;«+ w*.w->,*|w-4i* + m* { m-ay 4 (m-s»; 1 -» nb* m-x* tov-4,*} | »-4 

” w(w-i w-4 ! 0»* 1 w-a« . *11-4 


fl w-ljt’»-» »-4I |w*i ,w- a) * + M*iw-^4)*-» w-a .« lw-4, 1 4 m« w-i *iw-4,* » w* ,, m-a,*}a»-4i*+ in- , w-a* lro-4; 4 } 

^ “ m* (w-a* 1 w-4) 4 


17) &(m— 3IÄ cQ{n- 5) — ft — A««-5)c — u oder ( = 


cgla-j, * bk ' m-j 


;a-j;a.,w-i;,m-i. . i»-i lm-a/«* w* !a»-4,i* ♦ w<r«jw-4i* 4 m* 4 mt * "*~*j 4 0»-4t* ♦ w* (m-aftw^)« ) 

w« iW-i,*(w-4;* 

“ 

«»- 1. »I»-« ; 1 a-5 ! {ufi * w* : m-a 4 w»(w-a, 4 -»- (w-a; 4 } . ; w-j- . 

w|m-a» m 4 (w-a; 4 

1—1 in— I) . 


B-l IH-I v 


__ H »l-l,, I*-».,*- J.llV-4 


*■ w-a * I «»" + *w* iw-a, 2 - «i^.w-a. 4 * w-a * 

wS'in-a* 


w»-a;*|uv-4,* + »t*;n>-*. t l w-4) !t -*• ♦ w» m-ajs w- 4 ^ i 


{ 4 l a-i iit-i iit-i aS '»-;j ( m* w-a ® + w* w-4 ,• t- >i-a m-4 * -r •«•.B»-a * .«1-4I* ♦ n««(i»-a, l *fw-4 , ‘ 

m* w-a *fw-4 8 | -f m 4l w-a ®o»-4r- , 4iw* w-a 1 *'w-4 8 + «»' i ;m-aj 8 'B»-4)*#iB»*'ii^a!*!'a»-4! 8 + w*:*n-ai t |«»-4'i* 


Die Summe in Parenthese ist aber der unvollständige Cubus von im {»-2) m {m-4) -j- im— 2) (m— 4) 1 , 

und bin ich daher zu der Annahme berechtigt, dass die quadratische Summe des nächsten CoefÜcienlen das un- 
| a a a a a i| 

vollständige Biquadrat von im m- 2) -f- m («1-4) -f~ (*-2) (w— 4) I, die folgende quadratische Summe die un- 

a a a a a a 

vollständige 51c Potenz von 1» (m— 2) -f- m \m— 4) -{- (m— 2) (,»»-4) u. s. w. sein wertle. 
t8) — f{m- 5) + * + Am- 7, = o oder h = daher h = 

a a a a a a 

Ks war aber vorher in No. 13) m (m-2) -f- m {m-4) + Im-*} im— 4) , nämlich die i|uadraliache Somme 
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Er scheint dieses Integral nur, wenn m ungerade ist. brauchbar zu sein; indes* kann man es auch zur 
Auffindung der Integrale benutzen, wenn m gerade ist. Bei Jx . cos* dx, also wenn m = 2, eben«» wie bei 

/ ’ ■ 4 /* « ih 

r . cosx da?, also wenn »1 = 4, entstehen, der Formel d esjx cosx dx gemüss. die Glieder bis einschliesslich 
des mit cosx . sinx niiiltipliciilen , vollkommen richtig, es handelt sich also nur um denjenigen Thcil der Inte- 
grale, wenn m gerade, welcher nicht mit trigonometrischen Factoren inultiplicirt ist. Derselbe Ul von der Form 
w < *-• *-J "-s | 

- f 4 - bn jx -f- cx -f- fx -f- j und es ist mir daran gelegen, die Coefficienten kennen zu lernen, b'nu 

aber da* Art ihrer Entstehung zu erkennen, werde ich, ausser bei den trigonometrischen Factoren. das allgemeine 
/eichen m beibehalten. Es sei m = 2 und es möge sein 


j f** * * 4 »“i «-J 

x . cosx . dx = ^ cosx (x — T "f" 


4 - + fr« fx - ^4^' X ' 4 - 

1 ‘ Jl*’ 1 *»* 


X — X 4 - 1 

-S . f 


X — .... I 4- C. 


Waren statt der unbestimmten (Coefficienten « und b ihre durch m und w* ausgcdrtlckten Wertlie in dieser 
Gleichung vorhanden, so würde die Differenziation der Gleichung identisch n — u ergeben. Da aber n und b 
noch unbestimmt sind, so heben sich nach der Differenziation zwar alle übrigen Glieder hinweg, abei* diejenigen 
Glieder, welche dieselben Potenzen enthalten, als die mit a und b inultiplicirteu . bleiben zur Bestimmung dieser 
beiden Grössen übrig. Dennorh führe ich Ihr dieses Mal die ganze Differenziation aus. welche ergiebt: 


»-4 • | I n-i m-X 

-»,*•-* »-J, „ , , in „ I ii»— 1 1 *»-* _ 

X 4 - .... t — ^ COSX >111 X IX — — ^ X - 


. . . , i 


re 11- 1 , 1 n— a 
I»- 


m-\ 1 z 1 » m-t n-4 1 

, \ . I * n»~l, , n n~ 

T +••■•!+ ; ™/ ',r - srT + • ' 


-f- — coax sinx jux — 

% 

* l M *- „ 

1 1 * l*~l II N— t,.ll-X l|-l , I |n*.m— I II ■— * ! .«*— * , , 

m smT 1*" «,. 1 + SC— r )+"•+*» l’-f — TP “* +•••• 

a a 

»Hier mit Berücksichtigung, dass sinx = i — cosx geordnet : 


»-* " i*-l «-2 .«-? 

sr r -c - + •••• 

N »-2 B-J 

I «i»-l . »,«-* II- 

+ “ V * + —A 

N 

+ =' - 


B - 1 11-2 .»-1 


X — .. 


, "l«-| «-J 

T nr'i J 


4“ cosx sinx 


1,11-1 i»~l 
■I 3 


X + -• 

»-i I 




I , »,*1—1 M.N-I N-2 11-1 

~m x + - r "TI - r + 

« »-1 . »-4 

l f OH . *1— 1 1 2t 1 

4 - OX 4 - 0 »)<«— IjX * “ X 4 - 


Da m 2. so beben sich in der That alle übrigen Glieder hinweg, und es bleiben nur folgende Gleichungen 
übrig: 

i a — = o also a = ~ nämlich gleich dem Coefficienten von sinx cosx 

* ^ = 0 lide < * = - i = - (=)(*) . 

Wenn m = 4, so möge sein 
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/•« 4 

./* COST dx = 


n*- ■ 4 «!»-« l «V-a| s J 

55f? COB - r * mz I* - sr ■. ■ * 


+ ...J + + bn 

— x -f- j -+■ £* ,in d zwar ist zu dieser Aufstellung das Resultat des 

§. io. benutzt worden, bei welchem die Entstehung der Factoren 5, 21 , 85 u. s, w. mir bekannt ist. Es ist 
nämlich ±±* = = *? = 5 

4< ‘*‘ 4> 1 4 > ^ z4 — 156 **" ft 16 = W == 21 u - w. — Durch Differenziation entsteht nun folgende 


Gleichung : 


itf-i _ . 

— sinx }x — — -g -. — 


{m 1 ■*■ idi-a,*} ** [•*-*/*} (»-Jl *~ 4 

—-5 X X 


+ ÄS5i cot * s,nl I“ - JE** ' * + ' ■ » 1 « L - i - ' - ••••( 

+ c™* I*"- — * - — . . . .| 

»-4 

*■ + 

. _ t Lm-mri L—.l _ U. .-1 ;.'l ; {m* • Ul* ll»,.'' . ilT^-a * ) »-J j _ 4 , 

+ “ T ÜM!« 1 «•[»-. 4 1 ■+■ 

Alle Übrigen Glieder. heben sich hinweg, und es blcibl nur folgende Gleichung übrig 

J * , jw-i( 11-1 m-' : . !»-■: ii»-aj Vl) {w« ♦ pü CT-1 * * janj* J 

«Bf*-«! x ' rnlim-li * m* !«*-*'* rn -n.1 * m* m-i * * 

+ « +_ 

Daher ist 

1) a — = o oder « — also wieder gleich dem CoefBcienten von cosx sinx 

,1 , m-> m»- 1, )«■<., «-»(«) _ . 1 »tü 

*) i±3)l T ÄSJ ■ — 0 ° aer m'm-f ■ 

R-l 

die mit b multiplicirte Summe beginnt aber bereits bei der Potenz x mit der ersten quadratischen Summe in 
der mit cosx sinx multiplicirten Serie, nämlich mit und setzen sich die folgenden quadratischen Sum- 

men darin auch weiter fort. Ich werde nunmehr mein Augenmerk darauf zu richten haben, ob, wenn m = 6, 

t . cosx dx der Cotifficient n wieder gleich dem Co£fßcienten von cosx an x ist, nämlich u = 

und wieder 6 = — 55^ (m*) se ‘ n Auch werde ich, nach Analogie des Jx . cosx dx, bei 

/• n 4 *-« 

Jx . cosx dx bei der mit keinem trigonometrischen Factoren multiplicirten Summe, der Potenz x die Grosse 
m» ,m-* i» + ■ ‘ [m ~* '* zum Factor geben, sowie bei den folgenden Potenzen mit den folgenden quadratischen 

Ausdrücken der mit cosx sinx multiplicirten Serie fortfuhren. Es sei daher m = 6 und 
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//- ■ 


m - 1 in- 3 
i in— i m-4 


ein «• ! y H " n_ 1 l*** "*”* * 4 m, rw_ 4 ** «t-l f ui -4 2 } " * 

iw* «-» *{w*- 4 J* 


+ “ 


n ii- 1 n-a it-$ (iw 4 m-a * » hi* m-4 * » «1-1 4 m-4; 4 4 tu* m- i - m-4 • 4 m a m-a 4 ro- 4 , ä » bi- ui- a 3 m-4 *} 


m‘ m-a 4 «»-4 4 
n-t 


. tix . 1 ( /m* m-a * 4 ii»* 1 n*-4 * 4 m-a * m-4 

+ + bH K — -) 1 


»- 1 n-i {m 4 m-a 4 4- m 4 »1-4 4 + m-x 4 m-4 4 4 m 4 m-x 1 ui-4 J 4 «I m-a 4 m-4 * * m* m-a J i m-4 4 } 
„1 ... . . _ . . * 


lll-l 4 W-4 4 

Die übrigen Glieder heben sich nach der Differenziation hinweg, und es bleibt nur folgende Gleichung 
von Interesse 


i- _l_ m ~ l l *~^ in»-»; ftw» m-4 * 4 n»-i * m-41*} 

* m in— z m-4 * m* m-a 3 m-4 3 


-}- ux 


bn 0-1 fm* m-a * 4 m* iw-41* * »w-a - r» 4 2 J 


1 m-a-Hi-4,* 

iw-i m-3 n n— 1 n-a »-} {m 4 ro-a 4 *■ w* «1-4 4 » wi-a 4 m-4 4 4 m 4 iw-a - w-4. - 4 nt* m-a 4 m-4 * ♦ in* m-a * m-4, 4 } 


1 m-x 4 m— 4 4 

dn'it-i n-a w-3 {iw 4 m-t 4 4 m 4 m-4 4 + m-a 4 m -4 4 + m 4 w -a 1 »1-4*4 »i ? m-a 4 m -4**» 3 uv-j j m« *; 

m* m-a 4 m-4 4 


Es ist also 
*»•-» "»-J 


also wieder gleich dem CoefTieienten von cosx sinx. 


*) 


bn *1-1 {wi ? m-a *4 m- m-4 2 + wi-a r rw--t -j 
w-a 1 m-4 * 

daher 


«»-1 m-j n m-i {w* m-a *4 nt* w -4 3 + w-a,* m-4 *} 
ji m-a iw -4 * m* m-i 7 in- 4 ! 


b — — — — 3 - mithin ist a = i und b = J- 

w m-i m-4 \m*/ ■ J7$ 

Wenn also m gerade, so erhalten die letzten Glieder des J r . cosx </x folgende Form 


, 1 [ n n-i D , n »-1 n-a n-t 

-(- A cosx sinxtx Hx -j m4 

«-3 


Cx 


• • *1 


+ « ^ + *»|« — - fr + «P 1 -— ’jr — f + C 

und es ist n ~ /t, und b = — A . e = II — der ersten quadratischen Summe, dividirt durch die Quadrate 

der Producle der zugehOrigiMi Differenzen in der mit cosx sinx multiplieirten Serie. Es sind aber diese quadra- 
tischen Summen nicht durch Potenzen von m dividirt; um in keinen Irrthuin zu verfallen, halle ich nur fest, dass 
zu den Factoren h-i n- 2 der Nenner »1 2 ,. zu den Factoren («— I ) (»—2) («1 — 3) {»—4) der Nenner «a 4 u. s. vv. 
gehört. 

/» w w 

Ich bin also berechtigt, das Jx . cosx dx, gleichviel ob m gerade oder ungerade, als eine bekannte Grosse 


zu betrachten. 


Es sei z. B. m = 5 , dann entstellt aus der Formel für 


y * i» »1 • 

X cosx . 


dx 


fn 5 

Jx . cosx dx ~ 


w-i, w-a , .»-1 

; COSX |X — r, X -f” 


n-i a-a w-j n-4 


, ^ n-i n-a n~3 n-4 n-j > 

s* * r« 


• 1 . f » w— 1 1 . 

-j- ~ cosx sinx |x jj— x -[- 


4 n-i n-i w-j 


»W-I r>-l w-3 w-4 w-s 


X +.. 
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+ ± » ec* 5 * r 

»*-i »-* "»-5 »-4 «-5 '»-6 J * f hoch , \ 1 »»-1 1*-* *-j »»-4 >i~s «-6 n -7 4-4/606661^ n ~^ |» 

1 * * V7* ) "• s' v**r) x • • ( 

1 i H , , x «-* , . n -4 

4 J n #-1 / 34 \ . «»-I rt -4 *-} /9Jl\ 

+ ± cos* s,n* i* - - y ,-( ! 9 ) * + ir — (” ) * 


Hj*-j »i-i. * -j »-4 1*-; /i4<»4 \ . 

5 * v j»» / 


1 » «-i, rv-j r »-6 1 »-’ / 60666 r \ 

5* \ *S*‘ ) x 


,8 j lt_l [•— I 1 «-I »-4 *-1 4-4 /$9 *o6 \ 

4 - - « COBX jx —(t)* + - ~ s* (V)* 

+ - sin* j* — - 5 r-(f)x + HV) X -••••» + «-• 

Wenn « = 4 , so sollte demnach sein 

fx OKxdx = i cos S *(* 5 — *)+ -j-cosx Sin* (r - * + ~^) + ~ COS* (*’ — -^^r*) 

+ i 7 cos* sin* (x 4 - X + ^y 1 ) + |-2 cos* (*’- ^ *) 

+ i sinx(x* — »y « + SS=^i) + C oder 

V — ß .cosx.dx = Qjx > — £-x)cos* + (j* — Ys x + «OS* sin* + (^ * - ^ *) eosi 

+ (ii* 4 - -JFT Z + ‘mO m ' T "iox -,y* . 

+(f/-^*+s)-*+ c 


«5 ms 

Dann musste aber auch säin 


% = ~ Cis* 1 ~ «», T ) 5 cos* sin * + co.s* (^ . 3* - £-) + (7 * - £ * + ~) «** 

— (f* “ 55* + j|^) sin* . 4 cos* + cos* sin*(i- . 4* - 5; • **) -(£* — ^-x). 3 cosj 


4 

. ix 

_ J !*0 4 . 1 

loias / 1 


- 

1375 ‘ 

7593*5 • 

3 f'« 4 

cos* — V,* 

_ ,63 * x *_i_ ^J 76 

1J7J • 7SW75' 

Jt 

4*’- ^ . 
4 n>5 

N 

_( 

^34 3 49741 ^ 

1 on r 1 fins r l 

f l, .3*‘- iS=L) 

S J 3375 / 

r '-i 

ix) 


^■s 

33*5 ; 

I Mil J ^ LUS J > 

«4»*4 

‘ , rtfiM 1 ' 

1 1 Os X 

_4_ 

sin* fi 

3 

4X - 

_ u**_ 2T ) 

oder wenn ich 

IJTS 

1 + 153125 > 


1 

,nx vTs 

337J ‘ J 


quotienten mit der Berücksichtigung ordne, dass sinx = i — cosx, 
3 4 „ 4 * s 


~ = — — x cosx sinx 4 - 14 x cosx sinx -|- 4 r x cosx — —■ cosx 4 - ~ x • cosx — 4 ^ cosx 

dx s ’ 14 J # a 5 ®*i ‘5 5 

4 5 4 44 4 . 14 * 5 44 5 4 4 5 4 4 3 

«f y J cosx sinx — jjjy X cosx sinx — — X COSX -}- COSX -f- y- X . COSX -f- ^y X cosx 

1 * 1 5 96 5 B 4 3 

— —X COSX -j- cosx -j- ~x cosx 
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4- 48 x cosx cosx -4- — x cosx sinx — ~~ x cosx sinx — 7 - x . cosx 

' »*} J **5 1 *5 3 I 7 J *5 

, 16 1 S to88 3 16 5 * , 3164 * , t 4 ‘ 

-J — ~ x cosx — — cosx — - x cosx smi -f- x cosx sinx -f- |? x . cosx 
_| — ^i-x cosx — 4 ^. cosx — -‘f sinx -j- sinx 

1 J 37 S 7 S 9 J 7 J iS 1 337 J 

-j- y- x cosx — cosx ”H 7 j x s ' nj * — nj“- J* sinx 


^xcosx-h^cosx 


oder 


— 


= x . cosx, daher es inil dein Integral seine Richtigkeit h&t. 


y » n m 

x . cosx dx noch m = 6 , so entsteht 


fx . cosx . dx = -g cosx | x — 


, . *1-3 , 

ir- x H «• 


•t-l »-J IV- ] «-4 IV-J 
P 


I ■ 

• i 


+ { «wi sinx I x- x M + r- tT^y u sa a */ j 

+ i»cos 4 x j X*"- '-^(V)^+ 

+ Ä «™ -•» I -SKV)^+ ) 

+ £ » «Ix | x~- 

+ & cosx Sinx j x’- ’-y^)x M + ■ , -)->yK-M | ^ 1 (^»)x^, . . . 

+ h(Q - |(v) • • • • i + «. 


§. n. 


Ich werde nun noch einen Schritt weiter gehn. 

m nt p • 

Es sei u =*x . cosx sinx und ti = x, dann ist 

^ » m p-i n p n»-i p m n-i 

~ = x . cosx . p sinx . cosx — x sinx . wi cosx . sinx -(- sinx . cosx . «x und daher 

n-u iiM-i p-i »+I iTV-i pvi um p 

1 du = px . cosx . sinx . dx — mx . cosx sinx . dx -j- nx cosx sinx . dx 
Weil nun ju . dv — uv — jvdu, so folgt 

/* n m p IM-I mi p C n-f I «vi p-i /* *+l 

Jx . cosx , sinx . itx = x . cosx sinx — pjx . cosx . sinx . dx + mjx . 

f » * p 

— - n Jx . cosx . sinx . dx oder 

/ ' n m p «vi mp P n+ 1 

x cosx . sinx . dx =s x . cosx sinx — pjx 


4 fl m-i p*i 

cosx . sinx . dx 


•Hl p-l 

. cosx »inx 


/ * mi m-i pti 

x . oosx . Sinx . dx 
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/ » »n oi—i ^H-l «♦» w |» . /• n m y / \ f "' rl , "* 1 

x . cosx . sinx . dx = — J ' 11 sin r -f- cosx sinx dx -f- (^l/* • cosx sinx . dx 

oder, wenn ich « -j— i in n, m — i in m und p -{- i in p verwandle, 

l’S r n n» p * ,,M ' , P~* . . «0-1 m«i jh , ,, P m mi-i 

Jx . cosx sinx dx — — H“ /x . cosx . sinx . dx -f- -jj * ♦ cosx sinx . dx 


Wenn p = l , so ist 


|J /*•» m " . . /* 0-1 m * t /* 

Jx . cosx .sin x . dr = — J ' - 1 - ( — )/x . eosx . dx, wobei sich das / j 

•' m+i 1 Voi-h/*' ’ ^ 

/* M 01 

leicht aus dernjx . cosx . dx entnehmen lässt. 


x . cosx . dx 


Wenn p = 2 , so entsteht 

/ • n m i * m+I / \ r *~ l n,+l / \ f " ,rH ’ i 

x . cosx . sinx dx = — * ' co ^ | ' - in J -|- • cosx • s ' nx * cosx • 

/* *-| 10+1 "*** /* »~2 M+2 

Nun ist Jx . cosx . sinx . dx = — + (»ä/''' r * cosx • ^ und daher auch 

— \Jx . cos* . sinx . dx = — - < ^* — -J- - — Jx . cosx . dx. Es ist folglich 

m+i/* r (10+1 : «*♦*1 1 t w* t m +2: 17 ~ 

c m m 2 " m * 1 , m4Z /* m-i m+i . _ r H m+M 

I • . X . OHX . fiinjp IU . C 08 JÜ , 00-1 I » , / i \ I » 

Ix . cosx . sinx dx = — — : — - -4- — Jx . cosx dx 4- ( — )/x . eosx . dx 

'• m-fi o*+i iih*| 1 oi+i nHi .* 7 1 \»i+i /*' 

ln der Gleichung I. sei nun p = 3 , dann entsteht 

y > q ttt j 8 m>. 2 /i | 2 g 01+2 

x . cosx . sinx dx = — **° X + (ä^i )J X • cosx • s * nx ^ + (iS+i)*' x * cos,r s ' nx dx 

y * 0-1 01+1 2 nVfa , , r m-l «1+3 

x . cosx . sinx . dx = — h /x eosx dx 

. »rt +2 ltlt +21 I 0 *+J) 1 >I»KS> « 0 +J!* f 

/ , x r •*-' "»+3 

-p I— IJx . cosx . dx und daher auch 

. /• 0-1 wh- 1 2 n * 1 m * z . *■* " H 5 /• 0-3 m+j 

\ / . . «.* . cosx . 101 0 0-1 x . Cv*x . « n— 1 0-2 / , 

-)/x . cosx . sinx dx = : — -I /x . cosx . dx 

lK Ml+I I 0 +* mti Ul*l • »l»+l M»-e* M+i •' 


/ * 0-J «0+3 

x. cosx dx 


cos j- . dx und daher auch 


( . r 0-1 WH-1 2 

^jjx ■ cosx . sin* dx = — 


0-1 «0+a 0-2 «ih-j 

n.t . cos x . sinx n m-i r . ct**x , 0'n-l 0-2' 

wiM i0+* wi+i nt+2 «M+3 ' «H-l tnt a »w+3 * 


/ * 0-1 10+3 

x . cosx . dx. Ferner ist 


y * 0 »i+2 11 BM 3 /< m-t 01+3 

x . cosx . sinx . dx = — -j- f—)J x cosx utu ] daher auch 

(W +3 1 \Ht+J /v 

. /♦ n i0+2 W ”^3 /■ 0-i m+3 

(10+1 )J X ' C0SX • s « nx dx = — -f- J i . cosx . dx. Es entsteht daher 

/ , „ m - 0 10+1 2 «-1 0»+2 0-2 01+3 

- . • * * x . cosx. sinx nx . oo*x»ln2r 0 0-tjap . cihi 

x . cosx . sinx . rix = — — — : 

10+1 M»+l| »0+2 ) WH-1 01+2 01+31 


+ m „ > T ■ °w* • ,u + 

%n l‘ " _1 0>+5 

+ — — —Jx . cosx . dx oder vereinfacht 

ttlt I Mit! 1 * 


eosx . dx — 


V n w J 0 *0+ 1 2 0-1 10+2 ) 0-2 ml «1+3 

3 / ^ T .COSX.HIBX 0X . Ct>SX.tin.r 100-11* + 2 IHIX f CO«X 

Jx . cosx sinx dx = ; — 1 — 

• 7 m+1 m+l *0+2) ! 10+1, m+a, 01+3: 

/• 0-3 »0+3 . , Pn-i 10+3 

.+ r-ZSZt "■+-—] X COS* dx + ■ -•"?+’ -Jx . cosx . dx 

. m+i; uhii 01+3: ** 1 n»+i| »hi 10+31 0 
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Es sei ferner in der Gleichung I. p = 4, dann entsteht 


y * n m 4 

x . cosx . sinx dx = — ■ 
Nun ist aber 


. * s - \ f »-1 oki 3 . N p% 

— + {if)J x ■ C0SI • 8 * ini <** + (sri ) j* ■ 


WK2 2 

cosx . sinx dx 


y * 0-1 OKI 1 

x . cosx . sinx . dx = — - 


b-i n*+a 2 
COSX 91D X 


l»~X «*»3 

ia-i:x . cosx . aiox 
(■KSj|0Kj) 

• M-4 TO»4 


I «-3 •*-*( «»*4 

)(*-» '»-»'X 4 2 0H-3 X { COSX 


+ i^ T SV - STi / 1 ’ cosx ■ Jx + ■ cos* dx daher auch 




OKaj(nK 3 !laH 4 i 

fr, 


• 0-1 »+1 

Ix . cosx . sin 


0-1 J BK4 
COSX 


IKl OKI 2 *-J IW4-3 J *-3 1 1 

1 j nx . cosx - aiox »jo-ilx . ooax . sin» wjlii»-» !(»->; x ♦ s |bk 3'X { 

1 x iÄh-i jim »*7 (bim j (■•**) (aHl) (flKi)(o»*)(«»«il{BH4> 

+ sSSb-/" • * + i^^Jr . dx 


Ferner ist 

nv+J 


fx . cosx . sinx . dx = — 

<£)f‘ 


» 10+3 o-i 0K4 

X . COS X . sin X «X . COS X 


«*♦3 •;nH’3.;in+4. 1 (m+jj(BM4l' 

/ , v f » **4 

-f- f — ux . cosx . dx, daher auch 


/» n-i 

—tJx . cos* . dx 


0K2 2 " nVf * 

- . »x . cosx . sinx 

cosx . sinx . dx — — 

(«*i|{n»+ 3 J 


»-I 0K4 

3*x , oosx , 3010-1 i 

4) ' f«" 


'.OKI, jlBKJ 0H4,i 


fns+t) .«»»3 :om 4. 


M 


x . cosx . dx 


r » «h 

Jx . cosx . dx. Es entsteht daher 


Bt+i; iiH-j 


fr 


m . h m-f 1 3 tv— 1 »ks 2 iki ov+3 

_ j_ x . cosx . sinx «ix .cosx. sinx *!«-»ix . cosx sinx 

cosx . sinx . dx = — — ; — — — - — - — 

»Kl nwim*ij >»kiiiiik2.; 01+3,1 


• _ y.n-V.v-t x o »H);x tcos x , »i-ijin-H—n / x- . mn-i:i3i4io 

{m+iH«w* i»tj jiw4 * {•s+t}[nH6)(ottf]{0M4 }*' ' oki ok»; «»« 3 1 ;ok 4 


p «kx m+4 

Jx . cos* . dx 


■ iSt) 

3X . cos x . sin x 


»-1 m+4 

3*x . cos x 


5 + 


ysfo-i? 


|«Kl)(«*4jj [ost4) 1 »Kl! (oksj |o*+4 

odei' vereinfacht 

ft BHI j IS-I OV42 

r t *X 

i*-j ft-if nn -4 


fr 


cos* , dx 


wvtMw+3 


£. 


cos* . dx 


.\ P * nt 4 . wri ^ ... ..... . . n~. hi m.j 

4; Ix COSX sin* dx = j - coai.tiex m cosx Um _ ,H '«-ri *fmn,x ICMJ sinx 

J ' ' mt-i ;tiHi ithj OKI . •n-t2,|fit+3 

l i*-3 n-i | HK4 r ^ ^ 

_ >' 5 mtl2ix |o«i»x , «! / >_ 

|«K1.mHK2Ii«K3I'OV^4 * *IKI|;oH2,'II»+3IIS»»4 j • 


J x . cos* . dx + t— i 

1 .HKI||l»K»;i»IK 3 jlllK 4 , 1 ;OKl||llSf'JJ 

Es sei demn&chst in der Gleichung I. p 5 , dann entsteht 
fx . cos* . sin* ,lx — — + (£i)f x • C08X • sinx Jx + (£l)f x ■ 


jr 


«♦4 

cosx . dx 


m*t 3 

cosx sinx . dx 


Nun ist aber 


C •*-! OKI 4 «-I «K 2 3 0-2 OKI 2 

fx . cos* . sin* ,dx =- - - ^^r; 


n-i n-il «IK4 

I «Kl M — 2 IX t) BW) J \ cosx sinx 
n*+2, «1*3 «K4I 


) «K4 o-x( HKS 

fKifo-2io-3x ♦ sm + iyx (oosx , .'n-iirn-S'fw-g n-4 


c *K 5 WKS 

■ ^ / .COSX.d* 

jnK»;iiiK 3 i';i>K 4 J;«KJJ 1 '■K»H 0 K 3 .'i.»ist 4 .mM- 5 4 ' 


, p n -3 HK 5 P «Kl HK5 

+ ^'- ^m^Z s J x cos * ■ J* + Tssfcrd* «°»* 4 » und da},er auch 
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cosx . sinx dx — — 


a-i to *2 j 

MT . C06JT SinX 


a-l »*3 a 

» n-i x . cosx . sin .r 


wn-iljit-a »-} x * ;iw + i7ix 


( "KJ 

I COS» 2* 


Imri to*i «KU ns+4 tot*; 


+ 


to*i ui*2 nw-j 
w «i-i n-a « 1-3 » 1-4 


1 »-J M*4 

a/ a-i n-z ,r * s to *3 x j wr 8 >nf 


fr» ♦ i ■ to*i uv* 3 m*4 


to*i to*i tn * j rrv *4 »tj 


t »;»-*) + f I . 

4- ; J X . CQSX . dl -4- 

■ [mTi)!m*n)(mrs "*♦4 "**sy 1 

Ferner ist 




»»•I TO* 2 TO *4 


y * »*-S "H-S 

t . cosx . dx 


/ • «-1 «4** 

x . cosx . ix 


<£)f‘ 


cosx . sinx . dx 5 = — 
+ T 


n m+\ s 

COSX . »IDX 


n-i m *4 

ht . cm x . sin x 


«-» *1 TOT* 

n-i x tim« 4 X j cosx 


m+j 

a n-i :n~* 


y » a -3 m * J /* »*-i «*+5 

X . CMS . ix + ■ C0SI dx - daJier auch 


toti t , , . , 

• i . 4 X . cosx stör 4 «vr . cosx sinx 4 )« n-i x +j iis+ 4 ,j cosx 

x . cosx . sinx ax — — - - ; ■ ; — 


n to* 3 
x . co« x ‘ 

«iki totj 

_ 411 n-t n- i 
wi*i to*j m +4 w »5 


**— I TO *4 

X . COS x s 

TOT I TO* J m+4 


y * *-J 

x . cosx . ix 4 - 


» 1*1 m*3 to*4 to*5 


/ »-I TOT 5 

Jx . cosx ix 


Es entsteh! also: 

- ,, M - n «n*i 4 im tot« j m-i to *3 a 

I 1 x , cosx , sinx nur . cos* sinx a a-i'x . cosx . sinx 

Jx . COSX . Sinx dx = - — H — : rr-rr — 

'S TOTI , TO*I I OTTZ HVTI 111 TZ TOT}/ 


1 n-3 a-l t tot 4 l n-4 a-a / n»*5 

| w-i a-a x t 3 iw t 3 ix (cosx .sinx n «-H }’a-a|'n-3tx *{«1 + 17!* ( cos r 


toti tot» tot j to*4 


+ a a— 1 ’a-ai'a-jija-«' 
toti tot 2 to*} m *4 m*s 


fr 


TOTJ 

cosx ix -f- 


«Hl TOT 2 «1*3 nv*4 TOTJ 
a;a-i|'a-«|'6TO ♦ »» 


TO* I rn*3 TOT J TO *4 TO*S 


y 1 *-J *♦! 

x . cosx ■ . ix 


+ J 
+ 


/ ' a-l w*j 

X . cosx . dx - — 


a in» J a 

4-r cos x sin x 


n-t m*4 

4*r . cosx . «inx 


M*1 «1*3 TO44: 


M ( TO*5 

T4 x { cosx 


1IMI TOT 3 TO*4 TOT 5 


TOTI TO* 3 TO*4 «•* 3 




«-3 TOT5 

x . cosx . dx 


«1*1 111*3, 1 TO*4, TO*5 1 


/*«-! TO 

* — - Jx . COS 

4. TOT? v 


cosx . (ix, oder gt?ordnftl 


C n m € a toti 4 

j) I - j x . cos x . »in x 

Jx . cosx . sinx . dx — — 


a-i 

jln n-l x *4 m t a X 


«-J n- 

) »-1; n-a r * rm * 171X 


tot« tot* Itoti ia+*;;»aT3; 

to *4 i a-4 

CO» X «in x )« a-l a -3 a-|ix *a a-l 


a-* a | to*j 

T 13 LT T t «1*4 TO*2 r j Cl>* X 


toti irrri hi * 3 o»*4; 
w-a «-3: »-4I 

TOTI TO* 2 TOT} TO *4 « 1*5 

+ a{ j to *3 TO*5i *4 to*z 3TOTI 3 1 | , 

— — *— —Jx . cosx . dx 

inm; :a»a at*3! a»4:'m+5,. ** 

Es sei schliesslich noch in der Gleichung I, p = 6 . so entsteht 


TOti tot 2 w*3 m*4 tot} 

/* n-5 m+j /• n-3 «tj 

V" -' “:e-« i-/x cosx . ix + — ” ~ - Jx cosx . dx 

I TOT* iTOTtJ TOT4 'TO*«y 1 «1*1 fl*Tl TO*| «1*4 «M-J * 


u 


_ . . * . cosx . sinx , 

x . cosx . sinx . dx = f- 


/ \ T w-t m+l 5 f \ C 

{^P* • cosx * aiax • dx 4 - 


TOtJ 4 

x . cosx . sinx . dx 


Nun ist aber 


fr 


cosx . sinx . dx = — 


a-i ia*a 4 

x . cosx . sinx 


a-a tot 3 3 

a-üx . coax , sinx 


1 a-3 n-i I m*4 x 

\ a-i a-a r * 4 tot},* | co« x ■ sin x 
,n*Ti to* 3 im *4 


\ a-4 a-af m*5 1 «-5 a-3 a-l/ m*6 

a-i /'a-a a-3 x * ?to *»4 ’x ( cosx. sinx ) n-i ^n-> »1-3 m-4:x ♦ a-i «-» 9«>*34 ;.r T8M*rj;|mT3x (cosx 


itvti to * 3 m *4 tot 5 

• a-$ to *6 


TOTI TO*J »11*4 TOTJ TO -Ml 
a-i a-a a-3 1001*40 


p a-$ to * 6 /» a-4 m*6 

+ -x . dx + . t(>5 x , dx 

+ - ■^r^^’r 16 - 1 fr r . ^ ^ aac u 
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f N r »-■ »+■ s 

T— War . cosx . sinx . dx = — 


n -I rrt-t-i 4 

nx . COSX , «in x 


n-a iw»3 3 ) n-3 n-ii w»+4 * 

i ’n-nx . co*x »in x n/ »-i iihh x ♦ * mt 3 ^ (c<»x*io.c 
w«i im«!, n»] ;«h*i iWa "itt+3: wi+4 


( ns n~a| m+j J . b- 5 »1-3 n-l | tn+$ 

«-2 b - 3 !j ♦ ' 7w»Z4 x j cotj . »inj; nji w-i; n-al w-3 ; |n-4 ;x + i>-» 9*1 1*3 4 x »H n*«5 , m»* 3 )x ( co«x 

juvmi m«-a..(ii»» 3 j ,m+a;.i»* 3 ,lo*t 4! '»*-5 m+6 


y * »-6 m-*6 

x . cosx . ilx 


n:n-i|in-a w-3 n-4 n-3 

' (BKijüiH-*: 'w+s 0H4](l»+S <*»♦$ 


, » Kl)] w*4 «*♦*! »4BW1 3 m»*i 6 } 1 

' w*i Hi-ri m+j m-r4 Tt+$ J 

Ferner isl 


»i w-i n-a n-3: iofH-»40 
1 Itw-I w* t Irt+J «1+4 ffM-J w*6 


rn-4 

J* • 


cosx . dx 


m*6 

. cosx . dx 


/ • » «M-* 4 I» MH-3 3 l*-l »1*4 * | »j «+5 

x . cosx . sinx . dx = - r + 

n-3 n-i/ »1-6 


(»♦3 irn-4 m+j 


} p "-4 

_ -■ r r > 5 ..., J ^ 

;ilH-3 l»*4 m»5 ai+ft 1 Imt) dm- 4 m»5 MtO 1 ' 

, /* n-a «n+6 /* n m+6 

, — * L — 1 — — Jx . cosx . dx -I ! Jx . cosx . dx und daher auch ’ 

1 m4] n* 4 i »tj m»4 ^ ' |n*4j . »♦ 5 0 

( P „ m+i 4 «i wh- 3 3 n-l «n*4 * j *»-* *} *»+5 

5 \ f _ ,i SX co#x . »inx gmx . c<mx . »in r $)n n-i x * 3 n»*4,x j cosx iinx 

■ 1 1 X COS X Sill X f/X — —— ~ - ~— 

m+i/ J «H-l «w-jji 'bh-i. nw-3 m+4 W*4| OH-$| 


5»/ »-11 n-i j + ;iwria x ( 

m+i n»*} rMs-4 in-r5 


’ MKO .. r »-4 

canx , cm. m — 1 »-1 jb -3 I , 

Jx . cosx . fix 


+ 


,tn+i «w-3 m+6 - 


1 im+i; ;n»3 ;n>*4 ni^6 


J f* *-t m+6 r n n*+^ 

X . cosx .-dx + —^- ~Jx . cosx . dx 


Es enlsleht daher: 


Jt 


x . cos x . sin x dx = — 


n 1M+1 3 

x . m«x sinx 


n-i m-t-i 4 
n.r . rosx »in x 


n-a m+l 3 
n{w-i)x . cosx aipx 


n-j n-i# i»44 a l n-4 t»-aj m+f 

n) m-11 w— 1 x * 4 W43;x ( mw x »inx n;n-i)| n- i';n-3)x ♦ rni-»a4;x i j cm x sinx 

[m»i ;uhi fw«-) w»*4i jin*i I n**a; *11*3 1 m+4' 'm+5 1 

• J n-5 n-3 n-t# n*+^ 

nj ; m— a ;■ iw-«', n-3 1 w«4!x ♦ fn-i : n-a 9W43 41X ♦ 8 nv»5 in+3|g ( cn>x 

■m+i mt-ai »»-*3. w+4: '««♦jj(n»*^ 


+ 


1 n-i n-i n-3 11^ n-f 


;«ri#i|im+a, m»* 3 ) m «-4 01*5 m+h 


L 


«1-6 m+6 


x . cosx . dx 


n «-1 H-x w-3 iqh »^40 


trv+i m* 1 in+j w>4 m+5 


P n-4 »n+6 

-j-Jx . cosx . dx 


p n— a *n+6 n n * +- l I 

» i»-i (j m «4 m *6 . 4 * 4 ] J«w*i 6 ) /_ __ c j„ S* cosxmdx 

I [B*+| /m *t; mn4 m+sym* /* . COSX . ax 

j n-a n | m ^5 

5 |n,n- i x \ co?x ■ ainx 

[nn-rt mtj m-t4 m»? 


n-i n»*4 a 

jnx . co»x . ainx 
|*Hii m+]|,iiM-4i 


n-3 n-t ( dh 6 

jnn-in-* x ♦ 'srn ^aix ( cosx 

mH w*j m »4 m * 5 m *6 


+ cosx . dx + C0 - + 


,in+i ww*3 nvfi 




oder geordnet: 


hi-»6 

cosx dx 
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r • « s " •»' *-'"*** j , "i 

u / - » je.eoof.snx «ar . cos* . sfox jni«-i,x + < wh-i ® | oobje sin* 

' r «Hi ■H-iKiHf*) • tw+ 1,' mta 'i im+t i 


j **-3 «-l|! m+4 * 

)n|«-i,i'«-a4P +w|9 n« \g ( coix aiox 

n*i ! '«h» '«hj i 'st+4' 


IflH-i. m+i im*j) 

»-4 «-* «I •**♦5 

'mo-».fi»-a;ii;i»-3V ♦ «'n-i;rim»434,ir ♦ i$ire*» :m+4.x ( co» sing 

J «-5 . «*-j n-l { m +4 

l«;«-! r»-»i;»-|i'>-4ig 4-w’n-i •.4-*ii;i4H»M4,j' 1*44 ♦ io rw>» ans} ♦ t n^jjtWj } x { coacc 

Ihhi; im+a.l (BK|J ;m* 4 .'(l**S) i«* 6 l 

+ * 


y * « hv»6 

* . COS* dx 


, » |3;w.,m*s <-4 »i»; j».i6; ♦ ; ■w,t««i ) , , 

Die gefundenen Integrale genügen, um mich nunmehr der Verallgemeinerung zuwenden zu können. Ich 
werde die Form dieser Integrale noch einmal übersichtlich zusammenstellen: 


Pn iw 

l) JX . COSJ 

J fn m 

* . cos: 


cos* . sin* . dx = — Ax . co«* 4" ßfx . cos* . dx 


n-l mt i 


i*-l m+a 


cos* . sin* . dx = — C* . co«* . sin* — Dx . cos* 4- e/x . cos* . dx 4- Fjx . cos * . dx 


*-1 m+i 


Ffx 


P n m 3 11 dhi a n-l uh -3 

3} Jx . cos* . sin* . dx = — Gx . cos* . sin* — Hx . cos* . sin* ■ 


U~Va-*")< 


-}- Kx ) cosx -f- £, 

+ 


IIHJ P l*-J *+J 

~,Jx . cosx . dx 


P w-i imj 

HJx ■ cos* . dx 


. P n m 4 n m+t I n-l m»i a 

4) Jx . cosx . sinx . dx — — JYx . cosx . sinx — Ox . cosx . sinx • 


"\ ol4 3 
Qx ) cosx . sinx 


-C 


n-3 *-i\ «n+4 P n-4 m*4 _ f n-x m+4 

Itx 4- Sr ) cos* + TJx . 


V 

P n-a m+4 P n m *4 

cos* . dx + Vjx . cos* . dx -+• Vjx . cos* . dx 

/ «-» «\ »+3 a 

i — \C,* 4- D.x ) cos* . sin * 

( *-j s-i\ m.4 / 1-4 »-» »\ e**j /' »-J m+i pn - $ m*s /**“' 

E,x -Ä- F,x ) cos* sin* — \G,x 4- H,x 4- I, * / cos* 4" K J x ■ coux . dx 4- L,Jx . cos* . dx 4- H,Jx . cos* . dx 

J f*«i m 6 n n»*i S n-i m+a 4 / *-a «\ rn+-j j 

* . cos* . sin* . dx = — A',* . cos* . sin* — 0,* . cos* . sin* — VP,* 4” 0> x / cos* . sin* 

/ n-3 n~i\ riv+4 » / n-4 n-i »\ «n+j / n-j 11-3 n-i\ m+6 

— \/l,i 4- S,x ) cos*, sin* — vT 1 ,* 4- V,x 4* V,* ) cos* . sin* — \-A„x 4- ß„x 4” ) cos* 


J f* » m 5 « nwi 4 n-i imi 3 

* . cos* . sin* . dx = — A,x . cos* . sin* — B,x . cos* . sin* ■ 


P n-6 m+6 P n-4 

4- D. Jx . cos* . dx 4- E, Jx . cos* . dx 4- F„Jx . cos* . dx 4-6, 

/ um p rum 

x . cosx . sin* dx ist also auf das J x . cos* dx reducirt. Die Reductions- 

J C« ui 6 Pn 

x . cos* . sin* dx mit Jx . cos* . dx und seUcn sich, wahrend die Potenzen von * dabei 

/ • i»-6 !«♦$ P « m 4 r n m«4 

x . cosx . dx fort; bei Jx . cosx sinx dx sind es die Integrale xonjx . cosx . dx 

y " n-4 *«44 P n in a P n nvti P n-i m*z P n m p 

x . cosx . dx; bei Jx . cosx sinx dx von Jx . cosx . dx bis zu Jx . cosx . dx. Bei Jx . cosx . sinx dx. 

y * « m+p P #-1 nvt-ji P n-4 m-rp 

x . cosx dxn Jx . cosx dx, Jx , cosx dx . . . bis zu 

r n~f> n*+p P n m 5 P «-1 m+5 

Jx . cos* dx. Bei Jx . cos* . sin* dx beginnen sie dagegen mit Jx . cos* . dx und setzen sich fort bis 

/ » «-5 MH-5 /• n 1» 3 P n-l an] P n— 3 0143 

x . cosx . dx; bei Jx . cosx sinx . dx sind es die Integrale von Jx . cosx . dx bis Jx . cosx . dx; bei 

Pf* m /* w-i ot4t /» n 01 j» 

J x . cosx sinx . dx ist es nur das Jx . cosx . dx. Bei jx . cosx sinx dx, wenn p ungerade, werden daher die 

/ * *-J fn*P r I 

x •. cosx dx bis zu Jx 


m*6 P n-a «>46 P n n«i 

Jx . cos* . dx 4- O.Jx . cosx . dx 


m P n-l OHt 

Ix . cos* sin* . <ir ist es nur das Jx . cos* . dx. Bei^ 

y * n-i nH-p P «-3 n*+p 

x . cosx dx, Jx . cosx dx. 


m+p r n-p m+p 

cos* dx bis zu Jx . cos* . ilx. 
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y * n-p 01+/» 

x . cosx dx ist also in der Reihe der Reductionsinfegrale das letzte, wie auch durch das 

r n m 

Jx . cosx-. sinx . dx bestätigt wird. Die Potenzen toii sinx in den entwickelten Integralen beginnen mit einem 
um i niedrigeren Exponenten als die Potenzen von sinx auf der linken Seile der Gleichungen, und fallen stets 
um i Grad; mit* den Potenzen von cosx verhüll es sich gerade umgekehrt. Die %eductionsintegrale sch Hessen 
sich dein Gliede an, welches keine Potenz von sinx mehr enthalt, und steht zu erwarten, dass die Coeflicienten 
dieser Integrale afich ihrerseits zu den Coeflicienten, bis zu welchen man im Lauf der Entwickelung gelangt ist, 
in gewissen Beziehungen stehn werden. Jedenfalls kbnnen die Coelticienlon dieser Reductionsintcgrale im Allge- 


meinen nicht Null sein, da fx . cosx . sinx dx auf eben diese Integrale von der Form Jx . cosx . dx reducirt ist. 


//. 


daher dieselben in der Entwickelung des fx . cos x . sin * dx nicht fehlen können. Das 31« und 4te Glied des 


entwickelten fx . cosx. sin x dx sind mit 2gliedrigen Summen mulliplicirt. deren Potenzen um 2 Grad verschieden 


« n-2 «-I l»-j 

sind ; die eine Summe enthalt die Potenzen x und x , die andere x und x ; indessen findet diese Mul- 
tiplikation nur statt, wenn die Beschaffenheit des p sie zulftssl: denn ist p = 3, so ist bereits das 3U 1 Glied 

/* 0-1 m+p 

ohne Potenz von sinx, untl müssen folglich die Reductionsintegralc, mit Jx . cosx </x anfangend, sich sogleich 
daran anschliessen. Das 5te und 6te Glied sind, soweit die Beschaffenheit das p es gestattet, mit 3gliedrigen 
Summen mulliplicirt ; das 7U» und 8te Glied werden daher wahrscheinlich mit 4gliedrigen Summen mulliplicirt 
sein u. s. w. Es möge nun sein: 


p n m p « «n+l p-i n-i m+a p-t / n n-t\ hm-j p-j / n-i »-j\ m+4 p-4 

Jx .cosx. sin xdx = — Ax . cosx . sinx — /fx .cosx. sinx — \£x -f- /).r ) cosx sinx — \Ex" -f- Fr ) cosx sinx 

( « »-1 *»-4\ «M-5 p-j / *-» «-3 n-j\ «n-»6 p-6 

Gx + Hx -\- Ix ) cosx sinx — \A'x -j -ix -(- Mi ) cosx . sinx 

( w n-i n-4 r- 6\ «n+7 p-7 / n-l • »-3 n-j t»-7\ n»+(l p-t 

.Vx -j- Ox -j- Px -f- Qx ) cosx sinx — V/f.r ■+ Sx -J- Tx 4- ix ) cosx . sinx 

( . im* »-4 »-S IM*S hm, p-$ / n-l .-3 .-5 IM7 |M9\ »mo p- 10 

A,x + II , x C,x + D,x E,x ) cosx sinx — \F,x -(- 0 x -j- II, x 4- A* + Ä,x ) cosx sinx 

+ ’ 

I X n-l imp r »-3 «wp /’ MS »i+p /’ iMp «Mp , 

J wenn l> ungerade a Jx . eoxx dx b Jx . cosx d.r -f- c Jx . cosx dx -f- f Jx . cosx dj I 

* t /* » »Mp /’ IM* »MP /* »~4 «Mp r n-p MM p | 

l wenn ji gerade a, Jx . cosx dx -+• b, Jx . cosx dx c, Jx . cosx dx -j- f Jx . cosx dx) 

+ C- 

dann ergiebt die Differenziation dieser Gleichung, die ich indes« nur soweit ausruhren werde, als die Bestimmung 
der Coeflicienten bis zu A‘ erfordert: 


» w» p » tw+l . p — 2 n p-i m ui+l p-i n-i 

x . cosx . sinx — — .ix . cosx . Ijt— i) sinx . cosx -+• Ar . sinx (m+0 cosx sinx — .1 cosx sinx nx ) 

n-i nv *2 p -3 tt -1 p-x «HI »H* p-t n -2 

— ßx . co ax . (p— 2) sinx . cosx -{- Bs . sinx (m+2) cosx sinx — B cosx sinx «— i)x 

/ ^ n n-a\ w +3 p -4 / n n-a\ p-j m+a n *+3 p-j J n-i R-J l 

— \Cx -f- Dx ) cosx (p— 3) sinx . cosx -j- yCx -f- Dx ) sinx m+3) cosx sinx — cosx sinx tG’nx -f" Ü,n—2 x j 

/ R-I i»-3\ W»*4 P-J / I*-I <*~3\ p-4 «M^3 »114 p-4 | »-2 IH4| 

— (Ex -f Fx ) cosx (p-4) sinx . cosx -j- VEr -{-Er ) sinx (»4-4} cosx sinx — cosxsinxl K «— i}x +F;»-3> f 

/ n i*-a b- 4 \ w+5 p -6 / u 4-x n-4\ p-J m+4 

— \Gx -\- Hx -{- Ix ) cosx (p— 5) sinx . cosx -|- \ fix -f- llx -{- Ix ) sinx (»*4-5) cosx . sinx 

m+J p-J I w— l R -3 #*jj / r-i R -3 «-j\ m +6 p-y 

— cosx . sinx (G«x // (#»—2) x 1 (»—4) x i — \Kx -{- Lr -f- Mx ) cosx i p-6) sinx . cosx 
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( b-i w-3 »-5\ p-4 i»*S ni *6 p-S I * »t-x B-4 b-« | 

Kx -f- Lz Mi ) sin* im+6i cos * siiur — cosj sinx I Ä (n— 1) x -)- L (n-$ x -)- M (*— 5) x j 

/ n n— 1 iv-4 "*«\ P-* / " »-1 B-4 u-6\ p-7 _ 

— \iVx -j- Ox -f- Ar -f- (jx / cosx {p— 7) sinx . cos x -f- \JVx -j- 0 / -f- /V -j- (fr ) sinx (»1+7COS x sii 

»H-7 p-7 | n«i n-j «-$ B-7 f / b-i B-J B-5 __ B-?\ <ih 4 p-9 

— cosx sinx fAwx 0 n—2 ß x 4 * P n-4)x 6;x j — \Hx Sx Tx 4 " Vx y corfx (p-8: sinxco 

( i»-i b-j »-j a-?\ p-i bm- 7 m*8 p-8 4 b-x «-4 »-6 «- 

/lr -}-& + Tr -J-l'x Jsinx m+8 cosx.sinx — cosx sinx ' /t’n— i x -f S»-j j -j-Tn—gtz ■j-t'n- j)x 

( n B-a h -4 n -6 a- 8 \ 0 M 9 p-i 

Ax + ttx +C,x 4- Dx -)~ Ex ) cosx j»-9 sin 


sinx cosx 


( n n-i u-4 it-6 n-l\ p-9 »♦• 

rix 4 " Äx -j- Cx 4 " Dx -f- Ex ) sinx m+9' cosx sinx 

®**9 p-9 i "-J »-5 »-T ^ "-9i 

— cosx . sinx jri«x B u— 2)x 4 " C «— 4 x 4 - f>i»— 6 x E «— 8ix I 

( b-i n-j »-5 n ~7 b-jN »■»■io p-ll 

Fr + G& 4- llx -f - 1 * *+* A'x y cosx (p— 10) sinx . cosx 

( %-i n-3 n-5 «-7 w-9\ p-lo «n*9 

Fz Gx + Hz -(- Ix + A'x / sinx (m+io) cosx . sinx 

m-»to p-10 | m-i B-4 n-6 b -4 n- 

— cosx . sinx !F(»-i)x 4~ G # (*— 3)* -|- H n—$ x 4" ^,\ n ~l) x 4" A* (n— 9)x 


oder geordnet : 


m 

p b m p 

B-l 

»+l p-1 

n 

rw«-a 

p-a 

cosx sinx = A »i+i x . cosx sinx — 

An X . 

cosx sinx — 

A [p—i x . 

COSX 

sinx 



B-t 

»♦i p-i 

B 

MBB 

P-» 


+ 

B (m-t- 2 )x . 

cosx sinx 4" 

C im+yix . 

cosx 

sinx 


B-i W-t-i p-1 

B— I 

«m- 3 p-3 

B-3 

m»} 

p-j 


— B n—i)x . cosx sinx — 

H p-t)x . 

cosx sinx — 

D 2 ,x . 

COSX 

sinx 


n -a w»i p-a 

B-I 

IB»-3 p-J 

B-3 

«m-3 

p-J 


4 ~ 0 (ro-f-ßjx . cosx sinx — 

Cn . x . 

cosx sinx -j" 

F_(m+ 4 jx . 

COSX 

sinx 



B-l 

«*♦3 P-3 





+ 

£ wi+ 4 ix . 

cos x sin x 





n «H4 p-4 

n-a 

m»4 P-4 

b-4 

»♦4 

P-4 


— C p—yx . cosx sinx — 

H[p- 3 )x . 

cosx sinx 4 - 

/ :w+5)x . 

COSX 

sinx 


" *b+4 P-4 

B-i 

«»♦4 P-4 

n-4 

»*4 

P-4 


4 - G m- 1 - 5 ; jt . cosx sinx — 

£ (n— i)* . 

cosx sinx — 

t;b-jx . 

COSX 

sinx 



»-« 

w*4 P-4 





4" 

11 im+$)x . 

cosx sinx 





B— 1 DKS p~5 

"-1 

«•*5 P-5 

* B-5 

WM-J 

P-5 


— E : p— 4 ;x . cosx sinx — 

/■’ !./>-4)* . 

cosx sinx — 

1 {»— 4 )* . 

COSX 

sinx 


B-l »KS P-5 

»-! 

•HJ p-J 


»♦5 

P-5 


— G « x . cosx sinx — 

II (n— 2 )x . 

cosx sinx 4 “ 

l/ | m +6 x . 

cosx 

sinx 


n-i w+s p-j 


«ih-j p -5 





-j- A* wh -6 x . cosx sinx 4 - 

£ m+6)x . 

cosx sinx 





B p~6 

B-i 

ib +6 p -6 

»-4 

m-+ 

p+ 


— G [p— 5 x . cosx sinx — 

II (f- 5 > 

cosx sinx — 

/ (p-5)* . 

COSX 

sinx 


n ib+S p- 4 j 

B-i 

ru+f> p -6 

B-4 

tn+4 

p -6 


4~ A t (iw+7 x . cosx sinx — 

Ä :m-i x . 

cosx sinx — 

L (n- 3 )x . 

cosx 

sinx 


n— a m» 4 > p-4i «-4 wi^6 p- 6 

4 - ö («H- 7 JX . cosx sinx -f - P w+ 7)x • cosx sinx 
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»-i 

55 

»♦7 p-7 

tt -1 

W+7 p-7 

— M ;»— 5 ix . 

cosx sinx 

— Ä ;p -6 x . 

cosx sinx 

— L p- 6 x . 

cosx sinx 

«-£ 

fltt4 p -6 

I *-1 

•W-e? p~7 

n-j 

HH7 p-7 

-f- Q j rn +7 x . 

cosx sinx 

— An X . 

cosx sinx 

— 0 [ n —2 x 

cosx sinx 



ft-l 

m*7 p-7 


«44-7 P-7 



-f- ß :m+ 8 :x . 

cosx sinx 

-j- iS im +8 x 

cosx sinx 

»-J 

MK7 p-7 

»»-7 

«4-7 p-7 

N 

iji +8 p -8 

— M'p—6}x . 

cosx sinx 

— 0 II— 6 ; X . 

cosx sinx 

-iV{p-7)s . 

cosx sinx 

N-J 

«H-? p-7 

n-7 

w*7 p-7 

fl 

m-4* p -8 

— P (»— 4 )x . 

cos x sinx 

-(- P m+S'i . 

cosx sinx 

+ 4 ( iin4-9;x . 

cosx sinx 

»-s 

BM-7 >1-7 





T(m+8)x . 

cosx sinx 





m-z 

m *8 p -8 

ft-4 

r /448 p -8 

n-4 

m4 p -8 

— 0 [p— 7)1 . 

cosx sinx 

— P {p- 7)* • 

cosx sinx 

— Q l>~ 7\x . 

cosx sinx 

14-2 

DM4 p -8 

»-4 

in -»8 p -8 

n-4 

014-8 p -8 

— ß («— l )* . 

cosx sirtx 

— s (n-3)* • 

cosx sinx 

— T • n— 5 !x . 

cosx sinx 

«-» 

m-rt p -8 

■“4 

mi *8 p -8 

u -6 

wi -8 p -8 

ß ;i»+ 9 !x . 

cosx sinx 

-f- C ;in-(- 9 'x . 

cosx sinx 

+ /) »H -9 x . 

cosx sinx 

i»-S 

«♦■8 p -8 

* 1-1 

•» M-V 

»-3 

n *49 p -9 

— V (m- 7 )x . 

cosx sinx 

— fl (ji-8)x . 

cosx sinx 

— S p -8 x . 

cosx sinx 

n-S 

m-r* p-i 

I*-I 

11149 p -9 

„ . »-J 

W+9 P~9 

+ E : m+g x . 

cosx sinx 

— d ( n x . 

cosx sinx 

— in— 2 ix . 

cosx sinx 



n-i 

«1*9 P-9 

•»-} 

r«*9 p -9 



-t-F ( !m+io}x . 

cosx sinx 

-j- G^m-t-io x - 

cosx sinx 

»-5 

»*♦* P-3 

»-7 

tw*9 p-9 

«-9 

«i*9 p -9 

— T [p—&)x . 

cosx sinx 

— V i p— &)x . 

cosx sin x 

— E i n— 8 'x . 

cosx sinx 

*-$ 

p -9 

n -7 

«»♦<) p -9 

»-9 

«**9 p -9 

1 

as 

1 

cosx sinx 

— D (»— 6)x . 

cosx sinx 

+A’(m+io)x . 

cosx sinx 

»-s 

P-9 

»-7 

m+9 p -9 



-)- // (m+ 1 o)x . 
+ 

cosx sinx 

-j- / :m+ io)x . 

cosx sinx 




Ei ergeben sich daher für die Coefficienten folgende Bestimmungen: 

n m p n m p * 

1) A(m+i)x . cosx sin j = x . cosx sinx, daher 4 = ^ 

2 ) _ AH + U m+2) = o oder ß = daher ß = — 

3) C(»+3) - A(p- 1] = o oder C = daher C = 

4 ) D(m+ 3) — B[u - 1 = o oder I) = daher I) = , (!j 


5) — ß;j-2 — Cu -f- £(1*4-4) = e oder E — — = 

daher £ = »Ir-» r- 

w+l. MM-XMIW-J' 

6) />+4) - 1 ),«-! = o oder F= daher F- 


»■Ml 


:«wti n»-*-a n»+j;;oi+4i 


7) C; m+S ) - C(p-3) = • oder C = ^3!, daher G = W ^L S1 
8; — ^>ij» — 3) — A' »-i -}- = 0 °der B = oder 


II jW-H ffl -1 ItM-) 


n n-t fip-i. im+x 1 4- (p-> joH-jl} 

w*i! m*i m +3 mi «4 


daher II = 


9 ) /(w+ 5 ) — f 1 ’»— 3 ) = o oder / = ^ 3l , daher 1 — 


|«l«l| III+4 IJH-J' 

» i*-i u-»i .!•— j: 


IIIHI »142 M4J 1 , TO4-4 m*5 
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* P-4 { 'p-«l ' nw * -I-P-* n>4} } , W ; P-1J 

_ E(p - 4 ) - Gn + K m+ 6 ) = » oder Ä = T M ».i i »», >l »gi 


«4-6 


oder K = 


| p-4 >■-»; ( p-i w-n 4- p-a 'i"»+3 ) 4- P~» P~3 m+*l w-4 

* «tt-M «1-.2 rn*i »1144 m»*5 


daher 


tr _ . n{(p-l p-j ■IMH*' !wh-4^ 4- > -1 m-»; 4. p-* p- 4 MW3ii»»s} 

»,. * 1 MW* r.'i.j ii> • 4 MV*5 U*6 

11] — P(p— 4} — H h—2 4- L m +6 r= e oder L = oder 


£ BHI MW2 JHWJ !m|44 


- + 


w-a {lp-r m+t 4- fp-a : '»hji 4» ->-sV»+4 ) 

*•14 I «»42 M+l 11*44 «ll-H 


«4* 

I n'H-1 «14* 4- > *-* «*-*? + /►— J «W4 -r p- 4 «'-*5 } 

f**+l *•*+* WK3I n*+4 nwj. ,«♦61 


daher 


Jf ,111+6) — /(#»- 4 = o otler .V = , daher 


u U U-l rt-1 «-S »1—4 

M*| lt*+i »«43 1 rw*4 tiwj w6 


13 N{m+ 7) — 6’ p— 5 * = 0 mler .V = daher 


V — >-■ m k 

* w*i m-*j w*j trt+r. 


14 


_ ll p-s) - A' b— 1 + 0 m + 7 = 0 oder 0 = ”'*'*'**'"' oder 

w n-l 'p-J {lp-i itiw* 4- p-i wwj 4- >-3 n»+4 ) . n ••-« f p-i ji-j ot*i 11W4 + >-t p -4 inn-a «W5 4» p-i IWW31} 

q ^ m»-i IR 42 »14 3 m«4 rr**s I 'UKtliHH-l »«43 »144 W43 W4* 


H -? 

daher 

() — n n-i|/ p- 1 p-3 M14* r«*4 4- \p-i p- 4 11141 «kji 4. fj*-i p-J uw* wi+6 

1 + p-* p-4 »»43 n»45 4“ iP“* P-5 Wl *3 

1 + P-J p-J W 44 . w*6 


11*41 JII42 W«J' W4 m*5 MI4Ü MW? 


1 5) — /(JO— 5) — /• «-3) + P m+7 = 0 oder /' = ( p “ i 


if-i + ;. »-j 


uv*7 


oder 


w »-» m-i m— 3 p-J ■ » i»-l «-* n-3 ! p-» »♦*, 4- p-* mm- 3! 4- ,>-3 ww4,+ p-*>:«>+5‘i 

II Inwi :«wz m+j nM 4 mwj > mv*i wwa, «1-3 »1+4 m+J «146 

r ~ « 4-7 

r, »tii-i 1»-* «-3 I P~» w * 2 4- p-a ftiw-} 4- p-} wt+4! 4- ’p-4 IttH-j 4- } 

wti hm-j »hj w+( »m+6 hw? 

0(»+7).- W "-5) = » ™ler Q = daher Q = 


, daher 


'6) 

17 ; — K p— 6 ) — Xn -}- i? «»4-8) = 0 oder li = A °<l er 

1» < w p-6('p-» »»4* p-3 w*4 4- P-« p-4 »••* "»41 4- p-* p^l ">»3l :w*S I I P-* >-} P-5J • ■ | . f O' 

5 - — - ' ' m+i iiH-3;f»iw-j;lm+7| | ' > 




in« 1 «na in«3 «145 r/»»6 


. 8 ) 


| p -6 m±? j p-t ,p ~ 3 n*4i WW4 -f P~» P -4 >»** »*+S 4 - P~* PM w »»3 «^*5 } 4 - P~» p-3 P~ 5 ' »»•»* in ^4 ”»4^ j 

I (m*t uhi 11143 m+4 ta»$ in»6 ww? ui»H 

daher 

((p-l p-3 P-5 MI 4 * i »44 ;n»*6 4 - ip-i| p-3 p-6 nwa; mt -4 (m+ 7 j -f* 'p-t- .p- 4 ' P-6 :»wa ;w»*5 11*4-7 

ff = M ^ 4- ,'p-a p-4 p-6 nwsl iJMj iMW? 

’rmi n*+* MV+3 Mi 4 4 r»»5 m*fc «1147 w*ü 

— Lip— 6 ) — 0 m — 3) 4- S mi+S = o oder S — * — oder 

« m-i 1*-* p-6 { p-i '»-♦* 4 - P-* 4 - P ~3 H,+ 4 4 * (p -4 «iwj } 

wi -41 Jii»2 »143 tn«4 hi » j 

_ j 4 - !»(•*-«, |it-* > p-i p-3 m*2 11W4 4- p-i p-4 mw* nwf -f p-l p-J "“♦* nw6 1 | ^ g. 

14 - P"* f *- 4 **+3 *"+Si 4 - P-» P-J «HJ WW$' ^ Wi ^" 

(4- P -3 P-J "»*4 «»46 

f« 4 l »IHi IfjH-J ffl 44 UH-? Wi»6 « 1*4 r 
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daher 

I p— l p-J «hx wi+4. 4 - p-i p-4 ni4i «*♦ j -+- p-i p-j ohs oh 6 -f P“ 1 IjM» whi im«? | 

4- p-a p -4 1WK3 «im- 5 -+- p-x p-$ m+} mS> -+- p-x p-6 0*43 «4? 

P-| P“J «*+4 «h 6 fpj H 0*44 m«? 

+ ,p- 4 'p- 6 rM» 5 ; / M 4 ?; 

W4i n»rx nv4j Mi44 i»*j 0*46 » 14 ? rv*~B 


19) — M (p— 6} — P'n— 4) -f" f w+S 1 = o oder T = * p " 6 w "^*~ 4 ' - Es entsteht also 


W l*-l '»-X !w-|i ''l>-4 ip-6, 
y 0 *41 » 041 »>43 WH 4 n* 4 < »»46 


1 0-1 i»-a '»-3 4-4 { p-i »hx -e ip-iH« 43 > 4 - p- 3 * 


m* 1 (n»i «143 H144 »145 mh6 »4«: 


• P- 4 o*3 4- p-< ' 0*6 ) 


j. »n*-i ,n-a: n-j »-4 t p-l «na 4- p-x »143. 4- 'p-3 »>44 -f- p- 4 0H5 4- P~5 .»h 6 -f (p-4 «♦? I 

" M*1 KH1 1J»4J '»«44 M451M46 :M47I 

*0) - 6) + P(*+8) = • Oder 1 / = daher V = 

*0 - » J*“ 7) + 4».(m+9) = . oder 4 - 2^, daher 4. = 

23 ) 0 { p-j) — Hn-1; -+- B m+g) = u oder H = °~ “ ,er 

i i'p-l p~3 M4»; ! 11*44 4“ p-l p-4 .0*4» M4Ji + p-i, PS II*4 X »h6 | 

mw-iiip-? j-e P-x p -4 «43 «45 1 + P-* P-5. "*♦! «4 6 

14- P-3 P~5 W^ 4 ! 0*46, I 

l( r= »1*41 CHX l»4j 1044 «*5 »w6 w- 1 " >: »7»+9, 

j p-I p-3 p-5 WHX 0*44 «146 4- p-1 p~3 p-6 fl*4X 0144 l**4? * 

»-I p_ 4 p_5 n,^ »i4 j 11*4? i 4" 'p-x p-4 p-6 n*4| *1145 »H? I 

m-»i n*4i m« 3 «144 iw »5 11*46 »14? m»8 

daher 

p-i p-3 p-j iw«x ir*+4 «4*6 4- p-i p-j p-6 m+i »*44 «*47 4- p-i p-j p-7 in+i uh 4 ohS 

-f p-i p-4 p-6 n*4X »Kj «*47 4- p-l p-4 p-7 1»«* n*4j «48 4- p-i p-5 p-7 bh» fru6 wh8 

ß = ||(lt— l) -+■ p-x p-4 p-6 «*4j iM4j; «47 -4- p-x p-4i'P-7 «*43 OHJ r»-8 + p-i p-J .p-7 «*43 «146 whB 

-f ’P-I 'P-5' / p-7J' , H*44^«*^MH»4l 

in-f 1 rn*i 0*43 »*441 1 *»451 «*46 »47 .oh 8 »1491 

23) — P p— 7 ; — S w- 3) -f- Cm+g, = o <xler C = ~ oder 

» »-1 «-* n-3 p-7 f p-». :«4X’ 4- P~ a «43 1 p-3 0*44 -f p -4 «♦ $' -4- ‘P*5 I 

»»41 w»4i m-3 m*4 *»45 «**6, 11147 

p-l p-3 IV*4X iO*44 + (P-* P-4 ’»*4X ’W»4j! -f p-l p-5 «Hl 0*46) 4- ‘ p-l p-6 W4X-10447 

c = ■+• p-* p-4 «43 ii**4j, -f fp-« p-$ «*43 »146 +fp-xiip-6 «43 10*47 m-t*9) 

-pH o-l ;i*-ail«*-3 -+■ p-3 P-5 «44: oh 6 + p-3'ip-6 o»44. f W47! 

•p | p-4 i,i p-6 1:0*45; [bht; 

n**i ihm r»-3 11144 «45 «46 wi«7 iw*fi 

daher 

p-l 1 p-3 M4X «044, "f p-i p-4 |»4X »145 + p-l 'p-5 ln*4J 04*6 4- p-l p-6 n*4X 0*47; -4- p-l p-? n»4a n*4t 

-4- p-l p-4 014 j w**5 4- p-i p-5 «»43 »»46 -f- p-i p-6 11*43 »H? 4- p-i p-7 0*43 mh8 

« -r p-3 f-1 0*44 «JV*6 4- p-3 p-6 0H4 im*? 4- p-3 P-7. ">-*4 0*48 

C = « n— I n— 2 n — x , , 

' v J ^ J -r p-4)tp-6| 0*45^0*471 4- p-4 p-7 *»45' «1*48 

+ p-5 p-7 'o *46 o*ft ' 

0*41 0*4X, OH3 'OH4 0*45 0146 0*4? 014« 0*49 

24 ) — Q\p-Ti — T n- 5) + D m 49) = 0 oder l), r= oder 


I ofo-i |»-X i*-3 0-4 «*-S p-7 

I »hi m4x w-3 «1*44 «045 u *4? 

1 4- «» ;*-! ,0-1 0-3 »-4 0-5 t p-t o*4X 4- p-l 0*43 . 4- p-3 «-* -*- P-4 0*45 4- p-5 «46 -r p-6 oh? 

0*41 »HX >«H 3 W *44 «H 5 0*46 0 * 4 ? WH 0 


, : (w+9) 
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daher 

0 n »-i n - » n-j »-* H { p-n iw+a -f- jh .w»; -f - p-j 1 «**4 + p-4 m+j' 1 4- 'P ~S 4- <"»+?: 4- 'p— T.i 

1 r*v»i wi»i um-] nü4 nv+5 i»f| n**9 

25) _ V(n-T + E m + 9 = o oder E = daher E = - — — 

\ 1/ i . . y , m-H »»♦», iihj m ^4 w*-ji oh 6 «**■■? im 4 w«^ 

26) — Rip—S) — An F m-t-ioi x= o oder F = oder 


p-i p- 3 , p— j ! nw-a n»* 4 i m +6 4 - p-i p-j> p -6 «ih-» rw * 4 uw? 
■ p-B {4- p- 1 p-4 P -6 "HB «»47! 4- p-i p-4 p -6 »M-j «wj m+7 


F = 


n»»i uwi w *3 HH 4 w*j w *6 ,*»+7 uw» 


1 + ^ 
| ' « 4 M 


P-I p-i p-j p-r 

*»14J IW*5 TO4-? WJ*9 


«I -f- 10 

daher 

/ p-i p-J p-j, p- 7 ■ !»»♦*, «*+ 4 . m*&. n»+t) 4“ ‘p-l, p-|l p-j p-B «»♦»: m +4 m +6 * 7 v *4 | 

,, |h- p-i p -3 p -6 p-B It*+a; w+4 m+7 ut+9, 4- p-i p -4 p -6 p-B wa «*+} m*" «»49 1 

§ * n l 1 

| 4- p-l p -4 p -6 p-B wh- 7 , «»+91 I 

' hm-i; *»»i 11**3 M 44 hm-j *«*6 n *+7 «+*: !»♦$' tt»*io f 

27) — S p— 8 — D w — 2 -4- G w-hiO; = 0 oder G = oder 

P-I |Wj; tlWII IIHA. + f*-l p-4. BRI.IIM-J: + pi p-J *♦». IlM 4> p-I p-6 «**•», W4*7 

4 - p-i p -4 4- p-a p- 5 )i«»+ 3 , »+6 4- p-* p -6 «**-3 bn -7 

4- P-Ii P-SJ"»*^ 4* ’p-ji 'P-6MIB44. m+7: 

!+ p- 4 p-6:-m+i\:m+7'} * 


c = 


n **-i n-a p-B 


4- » "-i «-* 


IW *1 Wl *2 II** j NI ->4 l»+S * 11 +6 *31 fl»«B 

p-J p-j p-j rn*i m« 4 . m+6 4 - fp-IrP-J , 1 P -6 m +* w»*4 «*47 4" P~ l P~ 3 P“’. «*« w **4 n**B' 

4- p-l P-4 P ~6 '»»♦» *»+S «**7 4- P“* P-4l P“7 1 ««■♦a, ,»»♦ j rw^Bj 4- <p - 1 p-j P*7 «MJ WM4 iw»* 

4- P-* p-4,>-<. «+$i i»+7. 4-l'P^Jip-4)lp-7!l«H^I(«**5l!w»Bi4- !p-»J'P-5)!p-7i'i'»^J"ii*+4>:ii**«; 

4 - p-j p-5l^p-7l':wH-4HW-4 H*+B' 


/»»♦i / iit**a)mw-3 *n +4 w-»j «-*-6 «*+-t m+B »rH-9 


OT 4 -IO; 


daher 


'p-ilsp-JJ '/*“$} H^ 4- p-> p-j p-6, 11M42 i 1 -f- i/»— 1 , 'p-| l p-?j!i»i*’*iim+4)l«i»^>4- p-i; (p-J-lp-*, w»*a|(im4} Ihh-^i 

4-lp-*lip-4. P-* l*iH4;‘4-'p-i/ip-4, !p-7j »•4aH»«-*j!‘'»M4tH-lp-i;i!/»-4'ip-*; :»Ha| :p*4jim**9i4-'p-J'ip-5^'p-7>("H-*! '***+ 6 ; >»*■►« 

4-ip-ll ip-5J p-6.i;p-fh.iw4*|(«H7l;*»H4l4-l/»-> ip-4: >- 6 l (m+ii :»+Ji(«»*7j4-J>-4| lp-4l‘>-7)!»"*|ll"H-J) lim-B, 

4*|p-a| p- 4 ' p-B WI+- 3 11 !«♦ J! m+i) 4 - . p-a) , p-j ') 'p- 7 ; Iwh-j! »i*+«i l«i-fBf4*'P-»i ’p-j! />-B) w»*J 'n+f> iv»^)4-ip-4r 'p-61 'p- 8 |.:m 4 - 3 ,(i»M^) **»*-9 
4- p-3 J*-jl p-7/ «h 4 «»46 ui *» 4->p-3 >" 5 c p->r "»+4 m *6 ;«* 4 ) 4 -fp-|.Hp-C} p-B :»M 44 wm-? 4 - p-4! I p ~ f > p-B| ""♦j !»*+*,' 

•>♦ 6 ) | »»♦•7 1 flwB)(pHB )|l<IB) 

28) — T p- 8i — Cim— 4 -f- //iw4-I0) = 0 oder // = r - ^ - w ^,^ , w ~ 4 ixier 

**-1 »-J n -3 **^* p-B { p-i WH-a 4 . p-j WH -3 4 - p-| 4- P-41 4- P~$, '«»+* 4- P~^ w»»7 ) 

f* 4 *-Ij n*+a iih-j m +4 m*6 m*7 n*-B 

p-i p- 3 h'r»**a !«iH4 4- p-i' p-4 «ih-b 1 i»H4 4-ip-i:;p-J) >*+*'i«i*+<l4- P-i P~f> uvu *»*? 4 - p-r p-r 01 +a m 

-f- p-* p -4 ***+J oH-jl-t-p-a p-j «*+3 «4.4 p» p-6 n*+j «*+7 4- p-t p-7 m +3 a»+* 

4- P-J P-S "»** 4- P-l P -6 m* 4 )i«M 7 ! 4 - p-J'ip -7 "*+4 ux*4 

4* P-4 P -6 n*+ji uw? 4 - p -4 p-7 1 *w*S "»♦* 

4-'p-5' p~?, ph4 bhBi 


♦n n-i it-a j»-j 5-4 


ni+ii hi-* 2 h»+j itv+ 4 nv*j iw *4 m +7 *n *-8 111*9 


daher 


II = 

•:■*-«] :»-* »-j «* 


P-I p -31 m*a I »*4 * p-l, :p ^4 «♦aam+j A-lp-Ofp-s' m*a fiw *6 * p-i: P -6 m*a tim-7 ♦ p-i p-? «»♦a m *8 ♦ p-i p-l n»*.a *«*9 
4 -ip-i p -4 n**j DH-j ^ip-a p-j iw*j 1 »*^ ♦ p-»iip- 6 ; m 43 ^ '[m+r*- p-a p-7 wj m*l * p-a p-l m * 3 *»*9 
4-:p-1! l P-4li"*+4j ;, "^6>'!P-j:ip-6 '«^1 l«W4; +^-|, p-7 »+4 «*+*:♦ p-l 1 'P-Bl «»*4 W^9 
’4-;p^4' p-6 «»♦$ M 47 . 4 ; P-41 ‘P-7/ P^4I (p-B)(«4J)(»ii+^ 

4 - 1 'p-ji p-y> .ii*+ 6 i ,«»+ 8 , 4 . ip- 5 _i i'p-Bj ftiw^i 

4-fp-6; p-B 4*47 1 iw*4 

IIW4-I, nv*al MI^3 «**4 m*j «4 «*+-7 ***4-B 01*9 w*io,| 
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29} — V(p—S) — D n —6 -+■ / wi+- 10' = o oder / — 1 oder 


ii n-i jq-ii n-j w-h; n— f w-4 y4 
wi*i' «»♦* di»j wf * m»5 m+6, i Mj»rj hh-S 


|4- m n-i »-aim-j' w-4it»-y' w-6 


4- 4- C^-|) |iw»4 4. ||>-4; I :■ : >m+lO) 


(4- PS 4- P- 6| m»7 -f 
iw» i m+a; ,m+]) m+4 «h-j, «n+6 m*r w+8 w-hj 


I «* •— « 1 w-a o-j 1-4 n-S "-6 I P-I n »»*l 4- p -« n**] 4- p-j n**4 4- p- 4 . “*»yi 4* PS «♦& 4- p-4 m»7' 4* lp— T, «»♦< 4* ip— <■ w*9?| 

1 m»i iw»* rw»j nt+41 m+j m*i in*? m »8 m*9 »v« 10 

30) — £,(»— 8) + A',(m+io; = » oder Ä = daher 

^ n w-i| ’»-* »-1; n-4 w-5 w-6 »-? w-8 

r w»!, ;m**j io*4 **5 iw *6 «r? «wl .»»ji «wo 

Ich werde nun das Integral auf der nächsten Seite aufstellen, da sich alsdann die Coeflicienten leichter 

y * m m 

x . cos-r . dx sind vorläufig noch nicht 

bestimmt (verte!). — 

Die Anzahl der Glieder in den mit trigonometrischen Factoren multiplicirten Summen ist mir bekannt. 
Die Summen des jtw und 4ten Gliedes enthalten je ? Summanden, diejenigen des 5ten und 6tcn Gliedes je 
3 Summanden, die des 7 len und 8ten Gliedes je 4, die des 9ten und toten je 5 Summanden u. s. w. 


Die Cobfficientcn der letalen dieser Summanden sind D — 


**»I) l»+* «n-f J UI+4 


/ = gK , , — ü- s. w. ; die Cocfficientea der ersten Summanden sind entweder (wie bei der iten, 3ten, 5 len 
Summe; C = - — ~ — , G = — p ~* p ~ l — , JV = — — — * — — - u. s. w: oder wie l>ei den anderen Summen' 

'm*»} o»*j m*i iii»+ 3 , «»♦j 'W+j; im+7) ' 

mit » multiplicirte Grössen. 

Ebenso klar ist das Fortschreiten der Factoren n. *»(»— i}(n-2), «(»— 1) (»1—2) : »» — 3) (»-4 u. s. w. einer- 
seits, wie der Factoren i»(n— 1), mm— 1) (»» — a) (» — 3), «(»— 1} (n— 2) {»— 3} (n— 4) (w— 5) u. s. w. andrerseits, sowie 

auch der Nenner, welche bei dem pten Gliede, wenn p gerade, sich von :'m4*i)(i«4-2j (i»4*3) 

bis zu {m+p'; erstrecken, und welches auch, mit Ausnahme der verkürzten Nenner des ersten Summanden, bei 
den ungeraden Gliedern der Fall isl. Es handelt sich also nur um die Entstehung der aus Producten hestehen- 
den Summen der Coeflicienten, und würe es wünschenswerth , dieselben aus den bisjetzt bekannten CoÖfficienten 
unmittelbar herleiten zu können. 

In jedem Gliede, vom 4ten an, ist eine solche Summe von Producten aus je 2 Factoren jedesmal bei dem 
vorletzten Summanden anzulretten. Beim 4ten Gliede Ut es (p-i) «1+2) -j- (p— 2) (»14-3 , beim 5ten Gliede 
(p-i)(»4-2) + »14-3; -f- (p-3' («M-4) , beim ölen Gliede (p-i »14-2 *+■ p-2) >»+3 -f- p-3; >»4- 4) 

-f- {p— 4) (■»4-5). Das Gesetz, nach welchem diese Summen fortschreiten, ist leicht zu erkennen, und durch eine 
gewisse Multiplication ihrer Glieder untereinander erhalt man zugleich die Summen der anderen Coefficienten, 
so zwar, dass man eigentlich die Reihenfolge der Summanden innerhalb der einzelnen Glieder des 
f » "* p 

Jx . cos x . s 'mx dx umkehren müsste. 

I. Im ölen Gliede kommt also beim vorletzten Summanden im Co£fficienten L die Summe 
(p— i)(m4-2) -f- fp— 2) («4-3) -f- p — 3 j :jw4"4 + (p— 4; (»14-5) vor. Dieselbe sei = u -f -f" c + d und werde 
ich nun folgende Verbindungen dieser 4 Grössen unter einander vornehmen. 

| ac 4- «dt wobei ich also mit dem ersten Gliede die übrigen raulliplicirt , indess das nächstfolgende 

l-j- £>d ) Glied b hierbei übersprungen habe. Ebenso ist es mit dem zweiten Gliede b geschehen, 
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und würde auch mit den folgenden Gliedern geschehen sein, wenn mehr als diese 4 Grössen 41 , fr, c, d vor- 
handen gewesen waren. 

S ist aber die Summe der Producle des vorhergehenden Cotifficienten K. 

II. Im 7ton Gliede sei die Summe des Coöfücienten P 
(p- i)(*+a) + (p-a)(t#+3) + (p — 3) {m+ 4 ; + (p— 4) {*+5) + (p-s : {m +6 = a + b + c + d + c. 

Ich bilde wie in I. 

I « + arf + a«j i}'*+»)(j>- 3' Jm+4', + (p-i){m+»)(p-4)(«H-5) 4- (p-i) (j»-j) (m+a) (m+6) 

+ M + be | = + (p-a) (m+ 3 ) (p— 4 > (*H-S) + (p-a) (bm- 3 ) (p-5)(«+6; 

+ « I + (P ~ 31 i"+ 4 ! (P- 5 ) i<"+ 6 ) 

S ist aber die Summe des vorhergehenden CoeUicienlen 0 . 

III. Im Sten Gliede ist die Summe in T 

(|>-l)(«+2) + (p-2)>W-3j + (p- 3 )(BW- 4 }+(p- 4 )(m+ 5 )+{p-s)(«+ 6 )+ (p- 6 }(«i+ 7 ) = a + b + c + d+e + f; 
also 

Xj j «c + ad + ar+a^i (p-iXp-jj •**■* mH) 4- <^-i, p-4 »♦* «m- 5 ) 4 - {p-n;jKj m*-i, m*6 + fp~t p-4> nw-i .1 

g J4- M + 6« 4- I + P-* 4) "H-JI Bt+5 4- ifh-typ-s 4- ip-i p-6 w+j mr?) 

1 4- c« 4* r/ I 4- P-3 PS im+4 uw* 4- 'p-J H '«"H 

*4-d/ ; 4. in jh 6 ;«hj, »w 


__ ace -j- »cf\ 
■ ~ 1+ odf 


-f- bdf\ wobei also immer das niirhst folgende Glied übersprungen worden ist. 


S ist aber die aus dem vorhergehenden Coeffieienten hergeleitete Summe, 
a) Ich werde jetzt von der Summe a-\-b-\-c-\-d-\-e + f drei Glieder auf gewisse Weise mit einander ver- 
binden, und zwar folgenden« aassen 
ace -f- acf\ 

;+ «‘‘f 

Ich überspringe mit dem lteo Gliede erst ein Glied i fr , multiplicire c, überspringe wieder ein Glied (</) 
und multiplicire e: ich behalte sodann ac bei, tiberspringe damit nun zwei Glieder J und e) und multiplicire f. 

Wären mehr Glieder vorhanden als «, fr, c, rf, e, /*, so würde ich mil ac demnächst drei Glieder überspringen 

und erst das vierte damit mullipliciren ; dann vier Glieder überspringen und das fünfte multipliciren u. s. w. 

Nun überspringe ich mit dem iten Gliede zw ei Glieder fr und c), multiplicire d *und verfahre im üebrigen, 

wie eben beschrieben. Dann überspringe ich mit dem iten Gliede drei Glieder -fr» <* und di, multiplicire e und 

verfahre ebenfalls, wie vorher. Indess kann dieser letztere Fall nicht mehr eintreten, da die Summe a -|- fr -j- c 
4* d 4- e -J- f bereits mit f abschliesst, daher /' nicht mehr übersprungen werden kann. 

Dasselbe Verfahren, wie mit dem ersten Gliede a, muss nun der Reiht* nach auch mit allen übrigen Glie- 
dern eingeschlagen werden. Es ist nun 

| ,p-i p-j p-j, «iH2| 'M44: 4- [p-i p-3 p~6 m-2 11144 «n+? 4- p-i p-4 p ~6 ;m+x n*+j uw-r'j 

* |4- j»-a p-4 p-6 *»+3 0 b+$:’m+ 7 , I 

gleich der Summe der Producte aus je 6 Fatioren des Coefticienten H. 

IV, Im 9len Gliede sei die Summe der Producte aus je 2 Factoren des CoetBcienten D 
(p-l)(«+a) 4- (p- 2 j'>+ 3 ) + (p-3) »1+4 4 - p -4 m +5 4- - 
= a-+-b-\‘C-\-d-\-e-\-f-\~g; alsdann erhalle ich folgend«* 

1) Die Verbindungen zu 2 Factoren sind 
ac 4- ad -j- ae -f- af -f- ag 
-j- frd -f* fre 4“ fr/ 4* bg 

4 - « + tf 4 - <j 

4 - d‘.i 

4* eg oder 


\p- 5 m+6 4 - p—6 fw 4 - 7 } 4- ‘;p-7)(»+8} 
Verbindungen : 


S = 
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f ‘>-»1 H m * > .»+4^4- ifh-t m+»‘ ’m+f; + (p-t) '}»-£! («»»•' "»♦*! 4 * \m+*) (w +71 4 - Cp-*) p- 1 \ »♦* 

4- ip~*) p-4l m+3 «m-5'4* + :p-9) p-f) 4- !p— *) i>-7J !»i*+j5 s oh«] 

S — <+ p-i p-s. "v*< >»6)+ p-j p-* «m wi + iMiwihM: (*♦«; 

+ (P-41 :«•*« + <p-4l 

' + t -5 1 (Mi m 

welches die Summe der Producte aus je 4 Faetoren des vorhergehenden Coefticienlen C, ist. 


2} Die Verbindungen zu 3 Faetoren sind 


S = 


ace -j- aef -f- aryj 

,4 HT + «fy J + 

[+ '"’S 


| bdf + bdg 

i+ **9 


+ 


«'S 


Dieses ist aber die Summe der Producte aus je 6 Faetoren des Coeflicienten B . 

V. Im loten Gliede sei die Summe der Producte aus je 2 Faetoren des Coerticientcn / 

(p- 1) (*W-a)+(p-2) >+3) -j- (p— 3) >1+4)+ (p— 4) (m+5)+(/>-5} (m+ 6 )+(p -61 (*»+7. + (p— 7) >+ 8 + ip~ 8 "‘+9: 
= a-f- 4 -j-c-f-tf 4 -e-f-/’-f-y-(**i dann erhalte ich 


S = 


1) Die Verbindungen zu 2 Faetoren 

uc -{- ad -f - ae -j- af -{• ag ah 

-f- bd -f- be -}- bf bg bk 

+ <*+</ + <» + <* 

df dtj -i- dh 

+ eg + cA 

+ ß 

2) Dio Verbindungen zu 3 Faetoren sind 


welches die Summe der Producte aus je 4 Faetoren des vorher- 
gehenden CoffBcicntcn // ist. 


S = 


ace -f- aef -f- arg -j- ach 
-j- adf -f- aihj adh 
-|- aeg -j- fl eh 
+ aß 


f bdf -j- bdg -j- bdh | 

+ 1 + fc'J + bch | +• 

I -MM 


| c eg + rr*] 

1 + 4 » 


+ dß 


Dieses ist aber die Summe der Producte aus je 6 Faetoren des Coeflicienten G. 

3) Ganz analog werde ich nun die Verbindungen zu 4 Faetoren vornehmen, und erhalte alsdann 

I aceg -}- aceh\ 

-f- aefh > -f" bdfh. Es ist aber S u die Summe der Producte aus je 8 Faetoren des Cotffficicntcn F. 

-j- adfh 

/ n im j» 

x . cos* . sin* dx bilden. 

«W-Il p-I* 

Die trigonometrischen Faetoren sind cos* . sin*, und mullipliciren eine Summe, welche die Potenzen 


n n-J w-4 n- 
X , X , X , f 


x und x , also 6 Glieder, enthalt. Diese Glieder sind positiv, die Summe selbst negativ. 


Das erste Glied der Summe ist 


ip-' (p-j! ii*-s 'p-y >->! 


(iw+i «*+j, mi+5 w+? n*+9. »t*-n rj' 
w'»-» jb- 1 «-51 'n- 61 'n-y; fn-tl ;i»— 9) 


;* , das letzte = 

»-IO 


i'iimi !m+j;[ni+4 Ni+{j;nM> «1+7,1 iw+l n»+g m+t-io hkii 
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das torietzte Glied ist = <*-7 


■p-i i ;*►**)+[*-*: fUM-j i4-ip-JJ \m*4\+ip-4 I m+S + 'p-s \ i m+*> 

' -Hr *' 

|m+i .: .«*♦ 7 1 ,m+<; ',»»49. 1 mfio m*u; 


Es sei nun die Summe # 

(p-t) (m+a) + fp-a}{»+3) + (p-3)("+4) + (p-4)(«+5) 4- (p-5)("+6) 4* (P“ 6 '(*+ 7 ) + ip-j) (a+ 8 ) 

-f- (p— 8 ) (*+9) + (/> — 9) (m+io) = « 4 _ & + c + ^ + e + f +9 + * 4 " l > , ' ann orlialte ich 

1) Die Verbindungen zu 2 Factoren 
ac-^-ad-j-ae-^-af-\-ag-{-ah-\-ai 

-j- bd be + bf bg bk tn Das 41« Glied der mit cos* sin* multiplicirten Summe ist also 

+ ce 4- cf 4- cg -j- ck 4- d n-s 

S= \+df + dg+dk + di (S-)j 

■ 1 1 * 1 1 ;«H-I I lUM-a 1 (fiH-1 <(OH4: [OH -7 I **♦• ’ 1 »1*49 UK 10 'n»4i 1 1 

+ «s + «* + « 

+ /»+/! 

+ 9» 

2) Die Verbindungen zu 3 Factoren sind 



act 4- oef 4- oeg 4- «rA 4“ an 


bdf -f- bdg -|- bdh -f- bdi 


4- adf 4- “dg 4" 4- a di 

+ 

— -f- beh bei 

s, = 

4- arj 4- aek 4- 0«' 

■+■ bfi 


4 - a/A 4- aß 
+ ° 9 » 




I «9 + cek -f rral \dfh+dß\ + egi 

l+ c A+ <f> I 1+^9* > 


das 3 te Glied ist also = * 


3) Die Verbindungen zu 4 Factoren sind 

accg aceh -f- acei ( bdfh -f- bdfi ) -}- cegi 

4* «cfh + acß + !+ bdgi 

4- acgi l-(- bcgi I 


+ «cß 4 “ ac /* 
+ a ‘9' 

-f— itilfh 4“ “dß 
4- adgi 
4- a egi 


Es ist daher der 2te Summand = 


(«♦i !«*♦*-. m+j, ov-*4 m*$ 1»+* {bw7}(i»*I l«*+9 ;»*io ,o»+ji 

/ • I» «1 

x . cosx . dx zu be- 
st immen, erinnere ich mich der im Beginn des §. 1 1 gefundenen Resultate fUr 


Ldx.f. 


x . cosx sinx dx und 


/•«It» P n m a p n m j /' « m 4 P n m $ 

J 1 . cos* sin* dr,J * . cos* sin* dx, J x . cos* sin* dx. J * . cos* sin* dx. J x . cos* sin* dx und 

n in 6 

* . cos* sin* dx. 

I. Wenn p ungerade, so erhalten die Reductionsintegrale die Form 

/* «-» m+p P «-j w*p r *-j iiM-p P «-7 m+p /• n~p m+p 

ttj x . cosx dx -f- b J x . cosx dx -{- cj x . cos x dx -f- fj x . cosx dx - f- y J x • cosx dx 

/ «mp P n m p 

x . cosx sinx dx, so ist o = ~ x . Aus der allgemeinen Entwickelung des J x . cosx sinx dx 
wurde ich also diesen Coefficienten erhalten, wenn ich denjenigen Coefficienten hierfür nehme, welcher auf das 
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n**p 

mit cos 2 multiplicirte Glied folgen würde, wenn die Glieder ' {ausser den Reductionsintegralen) des Integrales 
nicht schon mit diesem abschliessen würden; indess müsste alsdann der höchste Factor dieses Coefßcienten , also 
m+2), fortgelassen werden. Soll aber diese Annahme richtig sein, so müsste, 

/ »-I BHf 

x . cos x . dx, nämlich 

a = 1 ”** - ^ — 1 — — werden, wobei wieder im Nenner • ; m+4) fortgelassen ist. 

In der Thal, wenn p = 3, so ist (p— -|- (P“ 2 )( m + 3 ) = a(»+ 2 ) + i.(«H*3) = 2 m-f -4 + m +3 

= 3m -j- 7, daher 

/ * m 3 

x . cos 2 sin x dx übereinstimmt. 

|M. . ■ U..a 


3) Wenn p = 5, so müsste demnach a z= * — 


■{ "*♦* + P-« P-4 hmi m+s 4- >-* .' X 


D*4I [üMS OV4 J ." 1-4 'm*S‘ 


Es ist nun (m+ 4 ) + (p-t)(p- 4 )(»+»)( m + 5 ) + (p-2)(p-4)(m+3) (»*+ 5 )> wenn P = 5 

= 4. j:0M-a) (*+4) ■+■ 4. 1 (*+2) (m+ 5 ) + 3 - 1 (®»+ 3 ; ("H-j) = 4(«+a)(a{m+4) -j- (»+S)} + 3 ("+ 3 )(i"+ 5 ) 
= 4(111+2) (a«n+8-Hn+5) + 3(m+3)(»»+5) = 3 >+3) (m+5) -)- 4(111+2) -(3111+1 3) daher 

f ■./,.*.» P m m 5 

a = ’ m 7 j ' we * c ^ es mit dem Resultat des J x . cosx sin 2 dx übereinstimmt. 

/ »-3 ”*P 

X . cos 2 dx, 

/ mm P m-p ov+p 

x . cos 2 dx überhaupt mit J x /cos 2 dx 

abschliessen. 

P m m p 

5) Wenn p = 3, so ist b = Aas der allgemeinen Entwickelung des J 2 . cos2 sin2 dx erhalte 

ich diesen Coeflicienten also, wenn ich den 2ten Coeflicienten desjenigen Gliedes hierfür nehme, welches auf das 
mit cosi multiplicirte Glied folgen wurde; nur musste alsdann dor höchste Faktor (m+4), des Nenners dieses 
Coeflicienten w'ieder fortgelassen werden. Soll aber diese Annahme, welche übrigens auch mit 

No. 4) übereinstimmt, zutreffend sein, so musste auch 

6 wenn p = 5, i = " + ?~ 4 "*' ■■■ - sein. Das ist auch der Fall, denn es ist 
(p-i) ("•+*) + (i>-a)(»W-3) + (p~3J >+4) -(- (p-4) (m+5), wenn p = 5, 

= 4 m+2) 3 (m+ 3 J + 2 (m+ 4 ) + t («+ 5 } = 4"* + 8 + 3i» + 9+2m+8 + m-(-5 

= tom 30 also 

P n «n 5 

b = — ■ " welches mit dem Resultat Uir J x . cosx siax tlx Übereinstimmt. 

/ H-J OH? 

x . cosx dx, nämlich 

c — O- Ebenfalls ist 


8 ; 

9 ) 


Wenn p = 3 ist, c = o, da die Reductionsintegrale mit 




It-p tf*+p 

. cos x dx ahschliessen. 


Wenn p = 5, so ist c = 


w n-l m~i *-ji)i»-4' 
m*t nw m*j 11M4, «hJi 


Also auch die Coeflicienten der dritten Reductionsintegrale erhalte ich, wenn ich hierfür den dritten Coi*f- 

m+p 

ficicnten desjenigen Gliedes nehme, welches auf das mit cosx multiplicirte folgen würde, freilich mit Fortlassung 
des höchsten Factors des Nenners dieses Coeflicienten. 

Ich kann daher die Coüflicienten der Reductionsintegrale, wenn p ungerade, als bekannt betrachten. 

• n 
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Wenn p = 9, so wurden die Reductionsinlegrale Folgende sein 

/ •»-! nvHj p n-J »+9 p »-5 nt+9 p n~? m+p p n-9 m+9 

x . cos r dx -f" bj x . cos* dx -f- c J x . cos* dx -f- f J x . cos* dx -f- gj * . cos* dx 

m+io p- lo 

Hierbei wftren aus der mit cos* sin* inultiplicirten Summe die Coeflicienten u, 6, c, f und g leicht zu 

• n~i 

finden; a wäre der Cocfficient von x , ohne (m+io) im Nenner, also 

|j8+ *n*a: n*+4 um#; -4- 192 rw+i MM4 m*f> 11*49 -f- 144 rw+x m+4 mVf) m+9 ) 

^ t 4 - ll»'W 4 »’‘W»K w «IH 7 m* 9 ' •+- IQI'HW-} m +3 H 4 » 7 I f m+ 9 ' ( 

W*I m+a, nv43 :i»>4 nnj u»6 »♦? nnt n*+9 

»-3 «*-S 

ferner wäre b gleich dem Coeflicienten von * ohne (m+io; im Nenner, c gleich dem CoUff. von x ohne 

"-7 

i'm+10) im Nenner, f gleich den» Coöff. von x ohne (m+io im Nenner, und endlich ij gleich dem Coeff. von 

'►-V 

x ohne (m+io; im Nenner. 

II. Wenn p gerade, so erhalten die Reductionsintegrale folgende Form : 

/ n m+p P w-a mtp p »->4 m+f p n -6 m+p p w-p mFp 

x . cos* dx •+• b,J x . cos* dx -f- e, J * ■ cos* </* -( - f. J x . cos x <ir -f- -f- j, J x . cosx dx 

und auch in diesem Falle finde ich die Coeflicienten «, 6, e, f, g, ganz in derselben Weise, als wenn p un- 

/ » « p 

x . cosx sin* dx 

t | Wenn p = 2, so musste, nach den Coeflicienten der Reductionsintegrale, wenn p ungerade, zu schliesscn, 

m+p 

a, = —J- sein, nömlich gleich dem Coöfficienten des auf cos* folgenden Gliedes, mit Fortlassung des höchsten 
Factors des Nenner» desselben. Dieses ist aber der Fall; 

/ ■IW % 

x . cos* sin* dx UbcreinstimnH. 

2 Wenn p — 4, so musste a, = sein, welches auch, da a, — m , , 3 ' richtig ist 

,i Wenn p = 6, so müsste a, — ^ sein, oder a, — — 

* «iti nnj f»*s 

p ii-r m+p 

4) Wenn p = 2, so müsste der Coefllcienl des,/* . cos*«/*, nämlich 

rw-i 


•..KM,)«»,!’ welches rich,i 8 isl - 


b, = — sc j„ welches auch der Fall ist. 

* mm, m+a) 

... .. . i + p-i' »nt 4- Ml m+4’| 

? Wenn p = 4. so müsste 6, = — . ~ . * 1 — sein. 

g v»» f Ti ' fdti 111.1 wh-s m+4 

Es ist. aber p-i)(m+s; -f- (p— 2)(m+3; -f- (p— 3) m+4) = 3(m+a) + s{*+3j + m + 4 
= 3m -f- 6 21» 4* 6 + m + 4 = 6m -+■ 16, daher 


b. = 


i r»-i 6 iw+t6 


welches richtig ist. 


m+i w* 2 m+ 3 wi*4 

I p-t ) '1P“J J ( ' ' "»+4! (p-»)(p-4l(«N*) m*s: 

+ !p-il|p-5:;nM-»' IW*«) p-j;|wirwjOT.s! 

+ -f- CP-3 P~5 n » 4 4 »«+6 


;wi*i um 2 ,m*3 um 4 m*«| 


Die Summe des Zählers isl aber = 


5.j(<n+»)(i"+4) +' 5.* ;■»+*) (m+5) + s. on+zi :m+6; + 4.2^43) (m+5) + 4 -("+ 3 ) (m+6) + 3.(m+4;(in+6) 
— 5{iw+2) {3 >+4) + 2(m+5'j + *" + 6) + 4 (»+ 3 ) { J ( m + 5 ) + m + 6 1 + 3(*+4)(m+6) 

= s(ib+2)(6«+28) + 4(»+3)(3*»+i6) + 3(m+4, m+6), datier 
b. = ■ ’y 6 + 5 ^ I , welches richtig ist. 

I»*4' *i*+5i D 
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/ »-* OH# . ' 

x .cos i dx, nämlich 

/ • n-p m+p 

x . cosx dx abschliessen. 

8' Wenn » — 4. so musste c, = — 7 sein, welches auch richtig ist. 

• * ItlH-IJ w+» . w+j ov+4, 


9 Wenn p = 6, so musste c. = . trj ( ™+-Vr' »W + >-» . + 


sein. Es ist aber (j»-t)(m+a) + (p-2)(m+3) -f (p— 3) [»+4) + (p- 4 )(»+ 5 ) + (P~ 5 > (»»-t-6) 

= 5 >+2) ■+• 4(m+3) + 3 [” 1+4 + a (™+5) + ■ >+6; 

= 5m -(- io + 4m -f- 12 31» -f- 12 + 21» 10 -f- m -f- 6 = 15»» + 50 daher 

/ « TO 6 

^ x . cos x sin x dx in völliger 

L’ebereinstinmiung ist. 

Wenn daher p = 8 ist, so ist die Form der Reductionsintegrale 

/ « nt+l /• n -3 m+8 /* n-4 m-»8 /» i*-6 tm-8 r s-| nt« 8 

x . cosx tlx -j- h.J x . cosx dx -+• c,J x . cosx dx f.J x . cosx dx -f- g. J x . cosx dx 

/ "* * m p 

x . cosx sinx dx der mit 

**»♦9 P~9 * «-* ti — 4 

cosx . sinx inultiplicirten Summe zu entnehmen; es sind die üoefticienten der Potenzen x , x , x , x und 
x , bei denen im Zahler p = 8 zu substituiren und im Nenner die Grösse (m-f-9) wegzulassen ist. 

/’ * « p 

Ich kann also das ,/ x . cosx sinx dx als bekannt betrachten, soweit es die Beschaffenheit der Grössen 

/ «mp 

* . cosx sinx dx 

einzugehn, werde ich schliesslich noch einen kurzem und praktischem Weg einschlagcn, um dieses Integral zu 
entwickeln. 


§. ti.. 


I. Es möge p gerade sein, also p = 27, dann ist 

y ’ump I' n m xij r n w / *V 

x . cosx sinx dx = J x . cosx sinx dx = J x . cosx \ 1 — cos xj dx 

— fx . cosx {1 — cosx -)- cosx — cosx . . . . ) dx 

/ 'um P n Mi4a P h m+4 f* n 

x . cosx dx — J Jx . cosx dx + y— ,/x . cosx ilx — * 9 ~* J x . 
Weil alter 7 = -£■> so ist wenn p gerade: 

/ ’ « w p P n m P n 0143 P « «144 

x . cosx sinx dx = Jx . cosx dx — y Jx . cosx dx + J x . cosx dx 

/ * « , P n «n +8 

x ■ cosx dx + ^ Jx • cosx dx . - 

welche Reductionsintegrale dem Resultat des §. io leicht zu entnehmen sind. 
II. Wenn p ungerade, also p = 27 — 1, so ist 


ift+6 

cosx dx 
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m *9-» r n m »9-1+1 

cos x sinx dxssjx . cosx sinar dx 


/ n m p r 

x . cosx sinx dx —J i 

P n m / * Wi 

— J x . cosx sinx \i — cosx/ dx 

= /x . cosx sinx jt — cosx -f- cosx — ? ~ i ?~ >g ~ 3 cosx . 


/ ' n «n a!9-*! 

x . cosx sinx sinx dx 


dx 


/ ' n di . . /* n oi+x /* o to +4 j -j C n 

1 . cosx sinx dx — (~V/x . cosx sinx dx - f- -~~-Jx ■ cosx sinx dx ~—~-^j-Jx . cosx sinx dx 

A 


Weil aber 9 = q — 1 = q — 2 = 7 — 3 = ö u , s. \v., so ist 


f x . cosx sin 2 


/ ' n m / \ f n w** / \ ' f | f n IW4 4 

x . cosx sinx dx — VITJJ 1 • cosx s ' ax <1* 4- (-M ./ x . cosx sinx dx 

— ( f) ■?'? A - cosx sinx dx (^) ^‘ ^ J x • cosx sinx dx . 

Diese Integrale sind dem Anfang des § ij. leicht zu entnehmen, nnd es ist 

/ ‘sw " W * 1 . , f n-l m+l 

x . cosx sinx dx = — * -f- \£i)J x ■ cosx dx 

/ ’ M 0*4» * . . /* IM «1»+J 

x . cosx sinx dx = — (_?_) Jx . cosx dx 

014- J 1 V**+l/ 

fx . cosx sinx dx = - + (s "~)fx . < 

V. 

f* 


n«6 

cosx sinx dx r= — 


. cosx sinx dx = — 


0*41 

+ 

O 04+3 
X . COS JT 


0143 


0 ra+5 

X . 00 % X 

_L 

0145 

T 

0 0447 

X . CXHX 

4_ 

OH-7 


0 0441 

X . COS X 

+ 


m+s 

, cosx dx 


' o-l »04? 

x . cosx dx u. s. w. Es ist daher 


* n-i 01+3 

1 x . cosx dx 


6 

ft*»' 

'M4? 


r «-i n*4i r * 

)fx .cos xdx + ^-^-i^/x 

* /* i»-i nv»c 11 

-(t)^ ^ + •««* + (4 )- a r 

— (jj ^ 1 ^ ^ m+- ~J x ■ cosx Folglich entsteht: 

II. wenn p ungerade : 

/x". cos’x sin'x dx — — x. coTx I- 1 - - feV te* - 4 » + (>). J^rLjA _ (4.) . g . Hn . 

»/ l*H4l \»/ I. I04J ' \4/ *• * «*+J V®/ »• *- 3 

* I 

, /l_\ p-t P“3 p-i p-r fp» 

' V>*/* »• *• 3- 4 iwtfl I 

. v /* 0-1 014 I , . /» 0-1 »43 . . /» 0-1 m*< 

+ (=i )/ x ■ cosxdx - (4).l^/x . cosx dx 4- (4). ^ *7 jx . cosx dx 

Diese Integrale sind dem Resultat des § 10. leicht zu entnehmen. Vorher war 
I. wenn p gerade: 

/ ****» J> /»OM a N Olt» . . a II NK 4 

x . cosx sinx dx —J x . cosx dx — x . cosx dx + (^) { - 7 J 1 • cos,r 

- (t HT? / j ■ cusi ^ + Gs)- f.7 7 l v / j • cosx rfj 


</x 
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i) Es sei i. B. p = 6, dann isl 

/ * m 6 <> (i m /*" "♦* - t ^ \ /* " *H4 , ( ^ \ 

x . cosx sinx dx —J x . cosx dx — 3J x . cosx dx -{- x - cosx dx — (t* ia ) )J X • c°sx 

/ « »n /i n ohi p n m *4 » h uv+6 

x . cosx dx — 3 J x . cosx dx $ I x . cosx dx — J x . cosx dx 

2) Wenn z. B. p = 8, so ist 

X . cosx siox dx =J x . cosx dx — 4/ x . cosx dx -f- 6 J x . cosx dx — 4 Jj . cosx dx -{■ f x . cosx dx 

3) Wenn p = 5, so ist 

/ * m j h (i»*i | 1 ^ I . . /* s-l bv+1 . /* *-1 ns] 

x cosx sinx dx = - x . cosx ^ + (~)J * . cosx dr - (^j)/ x cosx dx 

+ (*,)/* . cosx dx 

4) Es sei 1» = 2, m = 3, p = 4, dann entsteht 

fx . cosx sinx dx =/x . cosx dx — 2 ,/x . cosx dx -}- ( ^ T 1 * )/ * • cosx 
oder 

/ •*3 4 /* * 3 /‘ » s r % 7 

x . cosx sinx dx = ,/x . cosx dx — 2 ,/x . cosx dx -f - jx . cosx dx 

r * ** . 

Wenn nun im ,/x . cosx dr des § i,o. » = 2, und »1 = 3 angenommen wird, so ist 

*) f * * a 5 , t( 8 ‘ , 4 , * MC\ . , « 

,/x . cosx dx = — x cosx 4 - Ix — ) cosx sinx -f 71 cosx 4 - -~\x ) sinx 4 - L. 

9 ij\ 9' ij 1 j x 9 ' 

/ ’ m m 

x . cosx dr n = 3, ffi = 5, dann ist , 

,f t . cosx dx = i x cosx j(x — ~) cosx smx + i x cosx -)- ^(x — cosx sinx 

• + xcosx + i(x — Sj|) sinx + C 

folglich auch 

( — 2) fx . cosx dx — — ^ x cosx ~(x — ~) cosx sinx — x cosx — ^(x — cosx sinx 

- J* x cosx _ I^(x - f~) sinx + C. 

Endlich ist 

,/x . cosx dx = ^ x cosx 4 " yl* — cos x sinx -J- x cosx -f" — (x — ) 

+ ^ x c°Jx + i cosx sinx (x - ^ ) + '- x cosx + |*(x - sinx + < 

i ■ ■« 5 (• * ♦*. 't 4 

l, * “ M ) COSI * mx ~ 1 <,o8x — V„ * — cosx sra * 

^ - cosx + (^ x - sinx -f- 1 


sinx 


- C. 


/ ' * 3 4 16 

x . cosx sinx dx = *- x cosx 4 - ( ' x — ■ ) cosx sinx — ... x 

49 1 '7 |4l' *75 

4 - -- x cosx 4 - (.*- x 4 - ) cosx sinx 4 - A J < 

' *05 ' x 35 1 3«S*7J / 1 JS 
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Dann musste aber auch sein 

2 J = — -* x cos j sinx + ^ cosx + ( J x — caix — (f * — jjj) K ‘ nl ' ■ 6 cosx -+■ cosx sinx (r T ) 

+ IS * • 5 «** *">•<• - m «** - 1 - 7 n:f) cosx + (h r “ UiU smx * füs * 

— cosx sinx (i . jx) — ^ x . 3 cosx sinx + ~ cos’x + Q- x + --Sjgj) cosx 

— (' x -f- ji'ifj) s ' nl: • 2 c0 * x + cosx 8 * ni ' ' 2it ) — ls T s ' nx is c0<x 

+(n r - & 0061 + sini ■ c, • **) 

x a 

oder auch, wenn ich diesen Differentialquotienten mit der Berücksichtigung ordne, dass um = i — cos* 

6 f * x a 

9- = — ~ x cosx sinx - 4 - -* cosx 4 - 

ff.r 7 1 49 

6 7 

+ - x cosx sinx — -- cosx -{- 


-r X COSX — y X COSX -f- ^ COSX -j- 77 x cosx sinx 


6 * ' 8 “ 3 .6 » 
— x COSX — — X cosx — - cosx 


35 

16 


. x cosx sinx 


- £ X cosx + cosx 

+ «J* 


« a 3 i«6 3 

-j- * x cosx cosx — ~ x cosx sinx — x cosx 


4**?5 


35 

>3 3 » 3 

+ 7 - x cosx -I — cosx 4- ~ x cosx sinx 4- ^ x cosx 4- 4 cosx 4- A x sin x 

* u 1 i o< 1 u 1 jj * tc 1 i< 


6?i6 4 

w, co * x - , s x Hnx 


-|- ' x cosx + cosx 


tH» 
J«S*M ' 


-Sfe“* 


I 6716 * 

+ %*» cos;r 


Es ist also: 

d * 7 *5 * 1 * ? > J * j * J 

~ = X.COSX — 2 X COSX 4 - X COSX = X COSX — X COSX X cosx 4" x COSX 

SS > *3 3 S j » a 234 * 

= — x cosx (1 — cosx) 4- x cosx (1 — cosx) = x cosx sinx (1 — cosx) = x cosx sinx, .daher es mit 

dem Integral seine Richtigkeit hat. 

5 ) f n m . p 

Es sei im J x . cosx sinx dx für p ungerade, also in No. II. n = o, so ist 
fc wx sinx dx = - coTx | -i- - ( ‘ ) ™ x + ( ' Stl M 4 - ( * YESiiCiite! .4 J + C . 

* loi-M V*/ *• 1 \4/ «• » »nsj \ * / *- 3 j in*?. I ' 

oder, wenn ich eine andere Bezeichnung für die Exponenten wühle: 

./sinx cosx dx = - coTx { ' - (A 'V™* + ) - **- ^ 4ü _ f i.V. T- » :» J? 4* J + f. 

ti»»» v»/ » «>*3 1 \4/ »■ 3 ,i>+3 \ 8 / i. a. 3 n-b7 1 ' 

M § 5 ' 


Wenn z. B. m = i, so ist 


I sinx cosx dx — — 4 “ & 
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Wenn «i = 3, so ist fsinx cosx dx = — cosx -f- C. 

/ SB IUI ( 1 

sinx cosx tfx = — cosx i- * 4 - - 4 - C. 

‘iw-i m+j 1 n+s 1 

/ 7 B Rtl ( * 4 6 ) 

sinx cosx dx =• — cosx ) 4 - 4 - L ». s. w. 

6 ) f " m P 

Es sei im Jx cosx sinx dx für p gerade, also in No. 1,91 = 0, dann ist 

/ ‘mp f m /* nm / \ • C m4 4 / \ ' P 

cosx sinx dx —J cosx dx — — cosx dx ~ ./cosx dx — ( J ) , cosx dx . . . 

oder, wenn ich eine andere Bezeichnung wühle: 

/ « « r n . . r ih-* , v r «+4 . . . r »*■ 6 

sinx cosx dx = J cos x dx — (") J cos J ^ cosx dx — (t^T "i* ./ cos x dx . 


Wenn 2. B. w = 4, so ist 

/ ■ * • /• h r «+i /• »m 

sin x cosx dx = J cosx dx — 2 ,/ cosx dx -f- ./ cosx dx. 


Anhang. 


1 . Es möge noch ein Beispiel gerechnet werden. \m Jx . cosx dx sei m = 8, dann habe ich das Ver- 
fahren einzuschlagen, welches am Schluss des § 10. angegeben ist. Ich muss also in der allgemeinen Formel 

/ ' b m 

x . cosx dx bis zu dem Gliede einschliesslich herabsteigen, welches mit cosx sinx inultiplicirt ist, und 


ausserdem noch eine Summe von der Form a r 

« 

hinzu fügen. 


+ bn \cx — 


'■fx + 


B — I B-a B-} B-4 


9 * 


Es ist nun von den ausserhalb der Summen l>efindlichen Coeflicienten 


?fl Ol-I 

stt * w w»-i 


7 _ b B»-I m-3 JJB 

4t* m ,m-i ms' 74t* 


*-_» "*-J _ is 

»-1 »-4 19a* 


w* (4' m i * *;»-*,* 

M — »«." , m d -ü 

mi m-i w-4 r»-6 - aj6 bi B«-a ro-4 ,ib- 6 ul 

Ferner ist 

fl» 1 -f- '«w-a,* *j tw« 4- m 1 m-* 1 -f- m-t* ___ 4ti _ 

Bi-i > 9 * (m-i * ti ’ 

•I» 1 n»-»;* -+- fl» 3 «»-4 1 -+- W-* 1 IW— 4' 1 6l 

ii»-*, , ;«n- 4 1 9 * 

Bt* «1-* * -f- IW* B*-4 * -+- l»-X.‘ Ml -4 * -t- «n* «1-1 3 IB-4 ’ 4 * IN 3 N*~ 1’* W-4I* -H Bl ' 3 «V-i 1 IN— 4 * »477 _ 

(m-aj* nw-4!« 81 * 

m- bi -»,' 3 BI-4 3 -+• fl» 1 fl»-»:*iiw-4* -4* wrt.'wi^^fm-a; 1 -4- («•-•)* |w»-4J*fiw-<j* 

'Bi-a, 3 m»-4 1 ]m 


- ■-»!, endlich 


I bb« b*-*/« m-4; 4 4- m* «*—* • «-4. 1 «i*- 4 , 1 4 - hi« wi-a « iw -4 * 

+ in* m-% 1 »-4 * n»-4 * + bi* «-* 1 w-4 ■' iw-^,* ■+■ ot* «-4, 1 m~6* 

■4- bi 1 »I-* « m -4 * b»-4; s 4- w* ;*»-*,* m-4. 3 <iw~4* bi* m-t 1 b*-4 * bi- 4 * -j- m-a * Bi-4 * ,oi-4 * | 

.ot-a * *»1-4 * ;w-4 * 


j« 9 * 

ti 
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Was nun die Summe ohne trigonometrische Faeloren anbelrifft, so ist der Qoefficienl a gleirh dem Coef- 
ficienten von cosx sine, also in diesem Falle, da m = 8, 

a = Ferner ist b = - a. (±) = - Jt J- = - JL 

hi n*-a ln»~4 w-6 ist \H*V Ul 64 819a 

c = -»!>-«’ ^I« + ^ 1 = £* nämlich gleich der vorhergehenden 

ersten <|uadralischen Summe *dividirt durch die Producte der Quadrate der zugehörigen Differenzen — die 
Potenzen von m kommen also erst in den Nennern der folgenden Qoeflicienten vor. 

f ist gleich dem unvollständigen Quadrat von c, bei welchem ich also im Zahler die Binomialcoenirienten 
fortzulassen habe; daher f — 

g ist der unvollständige Quinta von r, u. s. w. Demnach eriialle ich folgendes Integral : 

I * * 1 n * 1 i*-i s-i *"* , (a-i](»-a)ta-]}fa-4) 1 

,/ X COSX OX = COSX |X — - — p-— 1 X . .. C- - ^ .V. X I 

? I N B-» »-4 1 

, t _• J I» >-1 , mH •*— * : 1* — 3 : 

4- -j- cosx stnx jx x 4 -- p— x I 

ä Jx [T- T S } 

4- ~ cosx sinx |x - "^'(V)x + »My <•* ($), } 

4 - $ cosx Ix*"- ^'(V) ** + ** * *¥*** ($) /*. . . . .} 

+ & «-* ** !*"- -Y-’Ct) J+ • • • ■} 

+ ;t: Jx Ix*"- ^(f) J+ x” 5 . ... .1 
+ ä cosx sinx |x"- ) x“ - /*. . . . .} 

+ (£&--£!?* -^r(T)* I + c. 

Wenn n = o, so ist 

/■ * . » , i t .. 

J cosx ix — cosx sinx 4- jj cosx sinx 4- ^ cosx sinx 4- cosx sinx 4- ^ x 4" t-. 

Wenn »= 2, so ist 

/ ' i I * . * > T 6.» .5 

x cosx dx = jj x cosx 4* (t * — 5») cosx sinx 4" x cosx 4“ ( 4 7 , x — 77H,) cosx sinx 

4 f * vj I ' 1 . 

4- * cosx 4- x - cosx sinx 4- ”t * cosx 4* (£, * - cosx sinx 

+ -f* — Av, x 4- C. Dann musste aber auch sein 
1 3*4 |U&4 r 

j I .» .1 .» .* i 

~ = — ' ^ x . 8 cosx sinx 4- cosx 4- (■ y x — jijj cosx sinx. 7 cosx 

4- cosx sinx ( f • * J ) — ^ 6 cosx sinx 4- ,jj cosx 4* x — iiÜä) cosx 

.» .* 4 J .. 3 4. 

— (4« * ~ iji«) sini - 5 cosx 4- cosx sinx (J, . ixj — *£x. 4 cosx sinx 4- cosx 
+ (fk x ~ Z) «** - (Hi x - ,Z) sinjr '3 cosx 4- cos’x sinx (% . 2x) 

- £ x . 2 cosx sinx 4- ”, cosx 4- (« x - ££) cosx - x — j^) sinx 
4- cosx sinx - **) 4- ^ ■ 3'* ££ 
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oder. wenn ich diesen Different ialquotienten mit der Berücksichtigung ordne, dass sinx = i — cosx 
• j t s I s 6 6 { 

cosx sinx ~ cosx -f- | x cosx — ~ x cosx -+• — j- cosx — ~ 4 x cosx sinx 

7 I a 8 a 6 6 { 

4 - — x cosx sinx — ' cosx + -r x cosx + -:/ cosx 4 -7— cosx 4 - , T x cosx sinx 

1 4 156 1 8 1 4* ' 1+4 1 *4 

• a 6 6 

_ S. COSX + H * COSX - cosx 


— X cosx + cosx — y x cosx sinx — ^ x cosx + cosx 

4- x cosx 4 cosx 4- ” x cosx sinx 4~ ~ x cosx -j cosx 


+ £ * cosx - -7—7- cosx 


-i P * - cosx 

It431 


— x cosx sinx — . ,5 # x 
64 «»* 


+ . V , * 1 


?ITJ 

- ,«* °°* x 
a 

TI?J 

JM64 C °* r 


4- r cosx sinx + ■— x 7 J~ oder vereinfacht : 

1 6 4 1 118 3 6*04 

,.* = x . cosx. daher das Integral richtig ist. 

/* I« Ml 

II. Wenn im Jx ros x dx m gerade, so erhalten die letzten Glieder des Integrales die Form 
-+- A eosx sinx (x — & 1 1 + A ^ — A n \Bx j 4 " C. 

/ * a in 

x cosx dx, wenn ich u Null werden 

lasse, und es ist demgemäss, wenn m gerade: 

/ m m- 1 n*-t in-« , . iw- 7 

cosx dx = — cosx sinx 4- . cosx sinx 4 - — -* cosx smx 4 - — — - — — V cosx sinx 

4 - + ^ cosx sinx 4 " Ax -j- 6\ wobei A der letzte CoCfficieot der trigono- 

metrischen Factoren ist. Wenngleich die Differenzen der Nenner der CoÖfficienlen die geraden Zahlen enthalten, 
so kann ich dem m dennoch gerade Werthe beilegen; denn wenn «1 = 2, so ist die Differenz {«— 2} in dem 

>m-t) m ' i 

nächsten Gliede mm , t cosx sinx deshalb unschädlich, weil A cosx sinx das letzte der Glieder ist, welche 
trigonometrische Factoren enthalten, mithin von denselben, für den Fall 1« — 2, nur das eine — cosx sinx Vor- 
kommen kann; A ist in diesem Fall also = * , daher ,/cosx dx = y cosx sinx 4 " -* -j- C. 

Wenn m = 10, so ist 

/' 10 9 f 5 3 

./cosx dx = 7- cosx sinx 4- zz-i cosx sinx 4- cosx sinx 4 * . 9 n J - cosx sinx 

IO 1 TO. V 1 10. 1. o 1 IO. I. o. 4 

+ - ’ iV - " c *w j: sin* + - W -- - * + 

I 10. t. 6. 4. a 1 10. t. 6 . 4. * 1 

— i cos* sinx -f- £ cosx sinx -f — cosx sinx 4- ^ cosx sinx -|- ~ cosx sinx 4- ~ 6 x -f- C. 
Zugl eich bemerke ich. dass die Formel für m gerade sich von derjenigen für m ungerade § 2. No. 2 
nur durch das letzte Glied dx unterscheidet. 
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Kbenso ist auch, wenn m gerade 


f m fiM — i 

./sjnx . dx = — ~ sinx ros« — 


, , m -5 . . , MI -7 

w-1 • m-i n»-i . wi-t tn-t n*-5, 

sinx cos« — _ sinx cosx — . — — — . sinx cos« 

in>M-a in »•-* cn- 4 w m-i m-4 m -4 


— A sin« cos« -f- Ax -f- C t 


und auch, wenn sin« =s r, also x = 4rc sinr, Jx = £=, cos« = l — v\ 
und wenn ich demnächst statt v lieber «las Zeichen x wähle, 


r m 

1 x . du r 

•'ö = - /*-* 


i-* 1 

l « + 


* 4- 


* + 


iw-i rrt-j m-5 


'i ,n»-4; 1 di nn av-4 m-6 

■+■ Bx I + ß- Are sin i 4 - C, wenn m xennie. 


Wenn z. B . m 5 = 1 , so ist 

/ = — V' i—*’ j * * J 4” i A”' sin* 4" C; es ist also in diesem Kalle H ~ 

Wenn m = 6 , so isl 

JfiM = ~ V'-* h + + Arc "** + c 

= - /«— ** It ■**+ £ **+ ä * ! + .« Arc Kin - r + c ' ps '* i ais ° ä = ,v 

/ * ntn-i / »\ji 

x . \i — x J . dx zu apecielleren Resultaten hinabgestiegen werden 
kann, ist bereits in den eisten Paragraphen an einigen Beispielen gezeigt worden, und es versteht sich, dass 
dieses beliebig fortgesetzt weiden kann ; denn ich brauche den Grössen m. n und /> nicht immer blos numerische 
Werthc beizulegen, sondern kann dieselben auch untereinander in die verschiedensten Beziehungen bringen. Auch 
könnte ich in dem entwickelten Integral Substitutionen vornehmen, und dadurch zur Integration anderer Grössen 
gelangen ; es ist nur die Frage, welche Substitutionen am passendsten vorzunehmen sind. Die s|)eciellcren Resul- 
tate können endlich wieder durch theilweise Integration etc, zu andern Resultaten umgeformt weiden. Ueber 
diesen Fall möge noch ein Beispiel vorgetragen werden. 

/ # /* * z» • 

~~ hallo sich im § 4 . das ,/ . ergeben. Es sei nun im ./ -~pr t 

m 

wieder « = und r = x, dann ist 

, *.* n-i •» , » .. r n .. «t+a 

du 1.1 ->r ) . m s -f . r . »(i-j J . ./ 1 l x . tU . / x . du 

ä* = ■ - — " m{ j * (tu = « J (i^r* + 4 ./ 

Da nun f u . dv = uv — j' p . du, so isl auch 

/ « N*t . n „ «44 

x . di .r / x . dt „ i jr . dr c*,i 

r- 7 r, = rs« — *J ,^n — 4./ Ed « 

n ih-i .. iM-a 

’.»+') 4 «%««* 

J — +7-CJ» — (" 4 *)./ • * Ur letztere Integral sind mir aber zwei Resultate bekannt. Zu- 

nächst wähle ich dasjenige fUr n gerade; alsdann ist 

(t)/Ä£ = (f) £ - (tXt) * (IS) + CfXv)!' +^V’ + +Q + ^ 

leugnen auch / ^ . /i^\ , r v.« i , .r , * , 

•I = Vl«7 1 \üz) H irwrf - — r’i- r + 1 + 5 - + + TTt + 
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Wenn H-f-2 = tu, so ist n = m — a, »’ — i = (ni — a * — i = m' — 4 m *j- 3 = 'im— 1 m— 3}, und 
wenn in gerade : 


/ . in m-i % 

T dr M»-l mi - 3 r f l * r \ 1 r ~ «*-> J 

iP*n — -,s - » -r 1 


^h + ;V/+ 


+ iqrl + a 


Die Integration gelingt Ihr tn = 1 , »1 = 3, und wenn »1 — 5 eine positive ungerade Zahl ist , also ftlr 
m = 6, iw = 8, Überhaupt für m gerade, 

/ e J * e * s J 

(PF? = ip*. + <•; J-psn = + <-;./ = p t (pj + pppr - f » + t n. a. w. 

Wenn aber in dem obigen Resultate in i « ungerade ist, so ist 

(r)/fc£ = ("fe + (tXt) • (-**) + (v)(’i‘)l'. 1 + { + { + + £l + c 


und daher 


« **1 »-• 346 "-3 

ix .4? (w+l'-r — - >^l'.r A4I It-I I / »\ •14-1, M-I <x . x , X , , x I . 

J -<^5pr = ,♦ ' (V + 4 + • + + -1 I + L 


Wenn n-|- 2 = tu. so ist » = m — 2, und wenn m ungerade: 


/ m 11» -1 n*-} >46 m-y 

T . dx i'mm * — t x nt-i m-|, . / *\ «i*-i !*M-t Ix , x , s . , x f , /. 

ptti = ip^* ü -*• 1 ('-* ) .Ir + 4 + e + + pqri + <-■ 

Die Integration gelingt für den Fall, in welchem w 1 — 5 eine positive gerade Zahl ist , also ftlr »1 = 7, 
wi = 9, tu = 11 11. s. w. 

Durch thoilweise Integration des ergeben sieb sodann wiederum für zwei Resultate, je 

nachdem » gerade oder ungerade. 

Wenn « gerade, so ist alsdann 


r ■ \ 

I x .dr _ t« 4 - 


af »»-i «-J i»-S 

*1—1 ! I • — * n-i »t-x X 4 - »-I «t-j r _ n-i, »-] 11-5 . / if/\ 

4» W*? 96 # V»-*/ 


+t + + ^i + c - 


Ist z. B. « = 8, ho ist 


/ * 7 s J 

* • ^ 57* — 14 * + |fx 15 , /iff\ , « . / 

[,-gfi* — 41:1-0«^ i* V*-«/ " r »4 ' 


Auf diese Weise kann man zu immer neuen Resultaten gelangen, welche demnächst wiederum vermöge 
einer Verallgemeinerung zu einem umfassenderen Resultat vereinigt werden können. So sei in vorgelegtem Falle 


/ IW Iit-I II»-} «1-5 itt-7 W-9 

® . «tr Ar 4- Br 4- C.r 4 . |Jlt 4* 4* • - 1 /' 

ti-.r*," ~ ; 1 —r 2 * “ 1 ~ " 


Zwar könnte ich noch -f- F.l -f“ 0 j-r -|- ^ -{-* -|- —^7) dieser Gleichung hinzurügen, 

indess würde F sowohl als G = n werden, da die vorhandenen Coüfficienten , wie die Rcudinting lehrt, zur Ent- 
wickelung des Integrales genügen. Die DilTerenzialion dieser Gleichung ( k rgiehl 

«n I . *, »-I l m-x mi— 4 «-6 m-R iM-to 1 1 

x __ I vi-x ,1 . f A mi— i, r 4 - A m-] .r 4. ClM-s.x 4- />.n*- j j 4- E m-9'x 4- . , . . j| 
j 1 IW-I m-j wi 5 M»-7 M-9 f , * n-i I 

1 — )ilx 4- 4 -Cr 4- Or 4 -Ex 4 .... I w-i i-.r , a.r I 

1- 
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I— x ) mulliphcirl, 

m/ a\*-a / a\*-i ( m-a m-« in -6 m-i n*-lo I 

x ^ i — jr ) = \i-x ) . j 4 ;m-i)x -f- B.m-$'x -|- C m— 5)* 4 * D nt-fjx 4 " K m- g)x 4 " • • • • 1 

( »\w-ii m-i m-j m-j m~y «-9 1 

i^r ) . )j 4 x + Bx Cx -}- l)x Ex 4 " • • • • i oder 
1 i.t— x ) = ^1 — x ) . (i(b-i)At 4- 2i*~! )Bx + 2 n-i)Cx 4- a{i» — i Dx 4- 2 n-i)Ex 4- . . . . J 

( a\n-i | u»-a m -4 «rt-6 oi-« | 

1-1 / . j (1*- 1 'Ar 4 " m -3 4 " m- 5 f** + (*— 7)Är 4 " • • • • I 

Es ist aller auch 

m/ i\«-a / a\*-i t m m-a na-4 m -4 m-i | 

x \i-x ) = u— x ) . | 2 (»— 1 Ax 4- 1 *-t + 2 C* 4 " 2 1-1 + 2 «— l)Är 4 - .... I 

1 / a\i ro-a m-4 m-6 m-8 j 

-f- \i— x /[ »/*— i)Ar -f- im— 3} Är (m — 5 ) Cjc [m—j)Dx -|- . . . . } ) 

folglich 

m m m-a M-4 m-4 m-l 

x= 2 1»— t) 4 # 4 ” *(*— ilSe 4- 2(a-ijCx + 2(i»— i)Dx 4 - 2 («— t)£r 4- • ■ ■ ■ 

m-a m-4 uh- 6 • it -9 

4 - »1-1 Ax 4 " <»—3 Bx 4- 'm-5) Cx 4- m-y)Dx 4 " • ■ • • 

m m-a irt-4 Mi -6 ui-l 

— m—i,Ax — m—yBx — »1-5 fa — »1-7 Dx — m—g,Ex — .... 

Es entstehn daher folgende Bestiimmingsgleichungen : 

1) 2(»-i)A — (m— 1 .4 =s 1 oder A — 

2) 1 2 (n — 1 j — («— 3!) B 4 * «— 1’4 — o. oder fl — 


lU-fM-l JM-MI-t 1 1 


3) !*!»-') — >-5 ! c + = »■ '«Iw = ■==*■ 


a«-o»-i an-mt-i an-tit+j 
— m-i «r»-j m-5 


4 '2 n— 1) — m— 7 I) 4- m-5 )C — 0, oder D = 

^ f ' i j/ v zi*-m-i an-m+i aw-m+j aii-Mi-tj 

Daher entsteht folgendes Integral: 


4- 


ui- 1 mi— j : 
«tj a« 


y . m 

X . dx _ 

ii-Ä 8 — 

_ . ir 1 - 

J 1 -*,* — a«-«i*-e i-»*/»" 1 l x 

m muss ungerade sein, wenn das Integral gelingen soll. 

Ist m = 1 , so isl / /-$, = 4 - C. n darf nicht = i werden. 

Ist M = 3, SO ist J *^1 = jr 

h darf also nicht = 1, und nicht = 2 werden. 

Ist m = 5, so ist / ££ = |x 


-|- C oder 
m-r 


m-i m-j 2 m-i m-j m-5 ^ 

an-mti »n-mi-j jm-itwi m-m * j an-n«»5 


* 1 r *-»>*— « 1 /’ 

aw-aj « v — a n-iii'm-a ' 


+ c 




m-i n-a .r* — a w-l x* a . .. 

’ m-i n-a i-st 1 *."“* ' 

Hierbei darf n nicht = 1, nicht = 2, und nicht = 3 werden. 

<* m m 

IV. Auf dieselbe Art, durch welche ich im 2U*n Abschnitt zur Entwickelung des J x . cosx . dx gelangte, 
linde ich noch 

/-• fer.s..*r (fer- ®iwr+ ®wr- -".ri" c 

+ m n-n>.i pt-j I., , lm~t «»hi m~% «-J «-4 (l „ l“-i 1 1 r 

i.T< |W) — «Tr* | < J ( ( + *-• 


VeiUp dar Wcitlminmchcn Buchhandlung J. Reimer in Berlin. 
Dn«k r«a Rrrilkepf a»d UlrtM ia L*ip tag. 
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